
Mesures de 
centralité



NŒUDS

• L’importance des nœuds se mesure avec des centralités. 

• Attention: pas forcément être “au centre” du graphe

• Usage:
‣ La plupart ont une interprétation claire
‣ Certaines peuvent être utilisées par exemple pour du Machine learning (Prédire 

la réussite ou l’échec d’un politicien en fonction de sa position dans le 
réseau…)



DEGRÉ
• Degré: Combien de voisins

• Souvent suffisant pour trouver les nœuds importants
‣ Les personnages principaux d’une série sont ceux qui parlent le plus
‣ Les aéroports les plus importants ont le plus de connexions
‣ …

• Mais pas toujours
‣ Les utilisateurs de Facebook avec le plus de contacts sont souvent des 

spammeurs
‣ Les pages webs/Wikipedia avec le plus de liens sortants sont souvent de bêtes 

listes de pages. Les liens entrants sont facile à truquer via d’autres sites.
‣ …



CLUSTERING COEFFICIENT

u Triangles=2

Possible triangles= =6

=2/6=1/3
(4

2)
Cu

Clustering Coe�cents - Triadic closure
The clustering coe�cient is ameasure of the triadic closure of a network of a
node neighborhood. The triadic closure is a notion coming from social net-
work analysis, often summarized by the aphorism The friends of my friends

are my friends.

Cu - Node clustering coe�cient: density of the subgraph induced by the
neighborhood of u, Cu = d(H(Nu). Also interpreted as the fraction of all
possible triangles inNu that exist, �u

�max
u

hCi - Average clustering coe�cient: Average clustering coe�cient of all
nodes in the graph, C̄ =

P
u2V Cu .

Be careful when interpreting this value, since all nodes con-
tributes equally, irrespectively of their degree, and that low
degree nodes tend to be much more frequent than hubs,
and their C value is very sensitive, i.e., for a node u of de-
gree �, Cu 2 0, 1, while nodes of higher degrees tend to
have more contrasted scores.

C
g - Global clustering coe�cient: Fraction of all possible triangles in the

graph that do exist, Cg = 3�
�max

� Node centrality

Node centrality indices
(Node structural indexes)
Node centrality indices re�ect how a node is characteristic of a given struc-
tural property. This is often summarized as a measure of the node impor-

tance, however importance and centrality are subjective/qualitative notions.
Thus a centrality, despite its name, do not necessarily measure how central

a node is, but rather how its position in the graph is typical of the property
captured by this index.

Centralities - Example

(a) Degree (b) Clustering Coe�cent

(c) Closeness (d) Harmonic Centrality

(e) Betweenness Centrality (f) Katz Centrality

(g) Eigenvector Centrality (h) PageRank

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasure how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness:
Farness: Average distance to all other nodes in the graph

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes. Its interpretation is the same as
the closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

in which (A`
vu means the number of paths of length ` from v to u. Note that

in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote mecha-
nism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u quickly,
and not that u can reach many nodes quickly.

Edges: 2
Max edges: 4*3/2=6

=2/6=1/3Cu



FARNESS, CLOSENESS
HARMONIC CENTRALITY



FARNESS, CLOSENESS

• Est-ce que le nœud est proche des autres, en moyenne.

• Parallèle avec le barycentre d’une figure:
‣ Le barycentre d’une figure (centre d’une cercle) est le point le plus proche en 

moyenne de tous les autres points de la figure.



FARNESS, CLOSENESS

Science des Réseaux
Un résumé

Proposé par
Rémy Cazabet

� Indices structurels

Indices structurels de nœuds

Les indices structurels de nœuds, souvent appelés centralité, mesurent
à quel point un nœud occupe un certain type de position dans la struc-
ture du graphe. Cette notion est parfois résumée comme une mesure de
l’importance des nœuds, cependant importance et la notion d’être central
sont des notions subjectives. Une centralité, malgré son nom, ne mesure
donc pas forcément à quel point le nœud est central ou important, mais
plutôt à quel point sa position est représentative du type de positionmesuré
par cette centralité.

Centralité de degré

La centralité de degré est l’une des plus utilisés. Elle peut souvent être inter-
prétée comme une mesure de popularité, e.g., plus j’ai de relations, d’amis
dans un réseau social, le plus important je suis dans ce réseau.

Centralité de proximité / Harmonique

La centralité de proximité (closeness) d’un nœud mesure à quel point il est
proche de tous les autres nœuds. Pour interpréter ce score, un parallele
peut être fait avec la position d’un point dans un cercle: le point qui est le
plus proche de tous les autres points du cercle est son centre. Le nœud de
plus grande closeness est l’équivalent pour ce graphe du centre pour un
cercle. Formellement, le plus simple est de le dé�nir comme l’inverser de
la farness.

Farness: Distance moyenne à tous les nœuds du graphe.

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse de la farness

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Centralité Harmonique: Une variante de la closeness dé�nie comme la
moyenne des inverses des distances à tous les autres nœuds (moyenne
harmonique). Cette mesure est dé�nie même sur des graphes non con-
nexes, à condition de dé�nir 1

1 = 0. Son interprétation est la même que la
Closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Coe�cient de Clustering

Ce score, déjà dé�ni, mesure la fermeture transitive d’un nœud. Un score
élevé est souvent interprété comme un nœud qui appartient fortement à
une et une seule communauté (les amis de mes amis sont mes amis, car
nous appartenons tous aumême groupe). Un score faible peut signi�er que
le nœud joue le rôle de pont: il n’y a pas de connections entre mes amis car
ils appartiennent à des cercles sociaux di�érents.

Centralité - exemples

(a) Degré (b) Coe�cient de clustering

(c) Closeness (d) Centralité Harmonique

(e) Centralité d’intermédiarité (f) Centralité de Katz

(g) Centralité valeurs propres (h) PageRank

Centralité de Katz

La centralité de Katz est considérée comme une mesure du potentiel
d’in�uence du nœud. Pour un nœud u, elle est dé�nie comme la somme,
pour tous les marches de distance `, du nombre de nœuds situés à une
distance exactement ` de u, diminuté d’un facteur décroissant rapidement
lorsque ` augmente. L’intuition est que, plus le nombre de nœuds qui peu-
vent être atteind en un faible nombre de sauts est grand, plus la valeur est
élevée. Plus formellement, elle est dé�nie comme:

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

avec A
`

vu
le nombre de marches de longueur ` de v à u, et ↵ <

1
�i

un
paramètre plus petit que la plus grande valeur propre deA, Ce qui permet
de calculer ce score en forme matriciel:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Notons que dnas un graphe dirigé, la centralité de Katz doit être interprété
comme un mécanisme de vote: une centralité plus importante de u signi-
�e que plus de nœuds peuvent atteindre u rapidement, et non que u peut
atteindre de nombreux nœuds rapidement.

Centralité d’intermédiarité

La centralité d’intermédiarité (betweenness) mesure à quel point le nœud
joue le rôle de pont, d’intermédiaire. Plus le score est haut, plus le nœud
est essentiel au déplacement rapide dans le graphe.Plus formellement, la
betweenness de u est dé�nie comme la fractions de tous les plus courts
chemins entre toutes les paires de nœuds du graphe (sauf u) qui passent
par u. Par conséquent, si nous enlevons un nœud de betweenness élevé,
de nombreux plus courts chemins vont devenir plus long, et donc la circu-
lation dans le graphe sera plus di�cile. Un cas extrême est celui d’un nœud
qui est le seul point de passage entre deux groupes de nœuds: si on le re-
tire, la circulation n’est plus du tout possible entre certains sous-graphes.
Ces nœuds ont donc tendance à avoir un score de betweenness très élevé.
Elle est dé�nie comme:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

avec �st le nombre de plus court chemins entre s et t et �st(v) le nombre
de ces chemins qui passent par le nœud v.
La betweenness tend à augmenter avec la taille du graphe. Une version no-
ramlisée peut être obtenue en divisant par le nombre de paires de nœuds,
pour un graphe dirigé: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .



CLOSENESS CENTRALITY
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which is the maximal score in the network, but one other vertex has the same closeness (which
one?). Its harmonic centrality is 0.6212 . . . , which is the second largest value (what is the largest?).
The minimal scores are 0.316 (closeness) and 0.417 (harmonic), which illustrates the narrow range
of variation of closeness (less than a factor of 2). (Do you see which vertex produces these scores?)

Applying the harmonic centrality calculation to the karate club network yields the figure on the
next page (with circle size scaled to be proportional to the score). The small size of this network
tends to compress the centrality scores into a narrow range. Comparing the harmonic scores to
degrees, we observe several di↵erences. For instance, the centrality of vertex 17, the only vertex in
group 1 that does not connect to the hub vertex 1, is lower than that of vertex 12, which has the
lowest degree but connects to the high-degree vertex 1. And, vertex 3 has a harmonic centrality
close to that of the main hubs 1 and 34, by virtue of it being “between” the two groups and thus
having short paths to all members of each.
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Relationship to degree-based centralities

In fact, degree-based centrality measures are related to geodesic-based measures like closeness and
harmonic centrality, although they do emphasize di↵erent aspects of network structure. For in-
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(3 × 1 + 7 × 2 + 1 × 3)
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20

= 0.55

i



CLOSENESS CENTRALITY

1=tous les nœuds sont à distance 1
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� Indices structurels

Indices structurels de nœuds

Les indices structurels de nœuds, souvent appelés centralité, mesurent
à quel point un nœud occupe un certain type de position dans la struc-
ture du graphe. Cette notion est parfois résumée comme une mesure de
l’importance des nœuds, cependant importance et la notion d’être central
sont des notions subjectives. Une centralité, malgré son nom, ne mesure
donc pas forcément à quel point le nœud est central ou important, mais
plutôt à quel point sa position est représentative du type de positionmesuré
par cette centralité.

Centralité de degré

La centralité de degré est l’une des plus utilisés. Elle peut souvent être inter-
prétée comme une mesure de popularité, e.g., plus j’ai de relations, d’amis
dans un réseau social, le plus important je suis dans ce réseau.

Centralité de proximité / Harmonique

La centralité de proximité (closeness) d’un nœud mesure à quel point il est
proche de tous les autres nœuds. Pour interpréter ce score, un parallele
peut être fait avec la position d’un point dans un cercle: le point qui est le
plus proche de tous les autres points du cercle est son centre. Le nœud de
plus grande closeness est l’équivalent pour ce graphe du centre pour un
cercle. Formellement, le plus simple est de le dé�nir comme l’inverser de
la farness.

Farness: Distance moyenne à tous les nœuds du graphe.

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse de la farness

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Centralité Harmonique: Une variante de la closeness dé�nie comme la
moyenne des inverses des distances à tous les autres nœuds (moyenne
harmonique). Cette mesure est dé�nie même sur des graphes non con-
nexes, à condition de dé�nir 1

1 = 0. Son interprétation est la même que la
Closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Coe�cient de Clustering

Ce score, déjà dé�ni, mesure la fermeture transitive d’un nœud. Un score
élevé est souvent interprété comme un nœud qui appartient fortement à
une et une seule communauté (les amis de mes amis sont mes amis, car
nous appartenons tous aumême groupe). Un score faible peut signi�er que
le nœud joue le rôle de pont: il n’y a pas de connections entre mes amis car
ils appartiennent à des cercles sociaux di�érents.

Centralité - exemples

(a) Degré (b) Coe�cient de clustering

(c) Closeness (d) Centralité Harmonique

(e) Centralité d’intermédiarité (f) Centralité de Katz

(g) Centralité valeurs propres (h) PageRank

Centralité de Katz

La centralité de Katz est considérée comme une mesure du potentiel
d’in�uence du nœud. Pour un nœud u, elle est dé�nie comme la somme,
pour tous les marches de distance `, du nombre de nœuds situés à une
distance exactement ` de u, diminuté d’un facteur décroissant rapidement
lorsque ` augmente. L’intuition est que, plus le nombre de nœuds qui peu-
vent être atteind en un faible nombre de sauts est grand, plus la valeur est
élevée. Plus formellement, elle est dé�nie comme:

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

avec A
`

vu
le nombre de marches de longueur ` de v à u, et ↵ <

1
�i

un
paramètre plus petit que la plus grande valeur propre deA, Ce qui permet
de calculer ce score en forme matriciel:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Notons que dnas un graphe dirigé, la centralité de Katz doit être interprété
comme un mécanisme de vote: une centralité plus importante de u signi-
�e que plus de nœuds peuvent atteindre u rapidement, et non que u peut
atteindre de nombreux nœuds rapidement.

Centralité d’intermédiarité

La centralité d’intermédiarité (betweenness) mesure à quel point le nœud
joue le rôle de pont, d’intermédiaire. Plus le score est haut, plus le nœud
est essentiel au déplacement rapide dans le graphe.Plus formellement, la
betweenness de u est dé�nie comme la fractions de tous les plus courts
chemins entre toutes les paires de nœuds du graphe (sauf u) qui passent
par u. Par conséquent, si nous enlevons un nœud de betweenness élevé,
de nombreux plus courts chemins vont devenir plus long, et donc la circu-
lation dans le graphe sera plus di�cile. Un cas extrême est celui d’un nœud
qui est le seul point de passage entre deux groupes de nœuds: si on le re-
tire, la circulation n’est plus du tout possible entre certains sous-graphes.
Ces nœuds ont donc tendance à avoir un score de betweenness très élevé.
Elle est dé�nie comme:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

avec �st le nombre de plus court chemins entre s et t et �st(v) le nombre
de ces chemins qui passent par le nœud v.
La betweenness tend à augmenter avec la taille du graphe. Une version no-
ramlisée peut être obtenue en divisant par le nombre de paires de nœuds,
pour un graphe dirigé: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .



Harmonic Centrality

Ch(i) =
1

12 − 1 (3 ×
1
1

+ 7 ×
1
2

+ 1 ×
1
3 ) =

41
66

= 0.6212
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which is the maximal score in the network, but one other vertex has the same closeness (which
one?). Its harmonic centrality is 0.6212 . . . , which is the second largest value (what is the largest?).
The minimal scores are 0.316 (closeness) and 0.417 (harmonic), which illustrates the narrow range
of variation of closeness (less than a factor of 2). (Do you see which vertex produces these scores?)

Applying the harmonic centrality calculation to the karate club network yields the figure on the
next page (with circle size scaled to be proportional to the score). The small size of this network
tends to compress the centrality scores into a narrow range. Comparing the harmonic scores to
degrees, we observe several di↵erences. For instance, the centrality of vertex 17, the only vertex in
group 1 that does not connect to the hub vertex 1, is lower than that of vertex 12, which has the
lowest degree but connects to the high-degree vertex 1. And, vertex 3 has a harmonic centrality
close to that of the main hubs 1 and 34, by virtue of it being “between” the two groups and thus
having short paths to all members of each.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25 26

27

28

29

30

31

32

33

34

12

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

14

15

16

18

19

20

21

22

23

24

28

29

30

31

32

33

34

12

13

17

25 26

27

degree harmonic

Relationship to degree-based centralities

In fact, degree-based centrality measures are related to geodesic-based measures like closeness and
harmonic centrality, although they do emphasize di↵erent aspects of network structure. For in-
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� Indices structurels

Indices structurels de nœuds

Les indices structurels de nœuds, souvent appelés centralité, mesurent
à quel point un nœud occupe un certain type de position dans la struc-
ture du graphe. Cette notion est parfois résumée comme une mesure de
l’importance des nœuds, cependant importance et la notion d’être central
sont des notions subjectives. Une centralité, malgré son nom, ne mesure
donc pas forcément à quel point le nœud est central ou important, mais
plutôt à quel point sa position est représentative du type de positionmesuré
par cette centralité.

Centralité de degré

La centralité de degré est l’une des plus utilisés. Elle peut souvent être inter-
prétée comme une mesure de popularité, e.g., plus j’ai de relations, d’amis
dans un réseau social, le plus important je suis dans ce réseau.

Centralité de proximité / Harmonique

La centralité de proximité (closeness) d’un nœud mesure à quel point il est
proche de tous les autres nœuds. Pour interpréter ce score, un parallele
peut être fait avec la position d’un point dans un cercle: le point qui est le
plus proche de tous les autres points du cercle est son centre. Le nœud de
plus grande closeness est l’équivalent pour ce graphe du centre pour un
cercle. Formellement, le plus simple est de le dé�nir comme l’inverser de
la farness.

Farness: Distance moyenne à tous les nœuds du graphe.

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse de la farness

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Centralité Harmonique: Une variante de la closeness dé�nie comme la
moyenne des inverses des distances à tous les autres nœuds (moyenne
harmonique). Cette mesure est dé�nie même sur des graphes non con-
nexes, à condition de dé�nir 1

1 = 0. Son interprétation est la même que la
Closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Coe�cient de Clustering

Ce score, déjà dé�ni, mesure la fermeture transitive d’un nœud. Un score
élevé est souvent interprété comme un nœud qui appartient fortement à
une et une seule communauté (les amis de mes amis sont mes amis, car
nous appartenons tous aumême groupe). Un score faible peut signi�er que
le nœud joue le rôle de pont: il n’y a pas de connections entre mes amis car
ils appartiennent à des cercles sociaux di�érents.

Centralité - exemples

(a) Degré (b) Coe�cient de clustering

(c) Closeness (d) Centralité Harmonique

(e) Centralité d’intermédiarité (f) Centralité de Katz

(g) Centralité valeurs propres (h) PageRank

Centralité de Katz

La centralité de Katz est considérée comme une mesure du potentiel
d’in�uence du nœud. Pour un nœud u, elle est dé�nie comme la somme,
pour tous les marches de distance `, du nombre de nœuds situés à une
distance exactement ` de u, diminuté d’un facteur décroissant rapidement
lorsque ` augmente. L’intuition est que, plus le nombre de nœuds qui peu-
vent être atteind en un faible nombre de sauts est grand, plus la valeur est
élevée. Plus formellement, elle est dé�nie comme:

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

avec A
`

vu
le nombre de marches de longueur ` de v à u, et ↵ <

1
�i

un
paramètre plus petit que la plus grande valeur propre deA, Ce qui permet
de calculer ce score en forme matriciel:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Notons que dnas un graphe dirigé, la centralité de Katz doit être interprété
comme un mécanisme de vote: une centralité plus importante de u signi-
�e que plus de nœuds peuvent atteindre u rapidement, et non que u peut
atteindre de nombreux nœuds rapidement.

Centralité d’intermédiarité

La centralité d’intermédiarité (betweenness) mesure à quel point le nœud
joue le rôle de pont, d’intermédiaire. Plus le score est haut, plus le nœud
est essentiel au déplacement rapide dans le graphe.Plus formellement, la
betweenness de u est dé�nie comme la fractions de tous les plus courts
chemins entre toutes les paires de nœuds du graphe (sauf u) qui passent
par u. Par conséquent, si nous enlevons un nœud de betweenness élevé,
de nombreux plus courts chemins vont devenir plus long, et donc la circu-
lation dans le graphe sera plus di�cile. Un cas extrême est celui d’un nœud
qui est le seul point de passage entre deux groupes de nœuds: si on le re-
tire, la circulation n’est plus du tout possible entre certains sous-graphes.
Ces nœuds ont donc tendance à avoir un score de betweenness très élevé.
Elle est dé�nie comme:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

avec �st le nombre de plus court chemins entre s et t et �st(v) le nombre
de ces chemins qui passent par le nœud v.
La betweenness tend à augmenter avec la taille du graphe. Une version no-
ramlisée peut être obtenue en divisant par le nombre de paires de nœuds,
pour un graphe dirigé: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .



BETWEENNESS CENTRALITY

• Mesure à quel point le nœud joue le rôle d’un pont

• Betweenness de u: fraction de tous les plus courts chemins 
entre tous les nœuds qui passent par u

Centralité d’intermédiarité
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Un résumé

Proposé par
Rémy Cazabet

� Indices structurels

Indices structurels de nœuds

Les indices structurels de nœuds, souvent appelés centralité, mesurent
à quel point un nœud occupe un certain type de position dans la struc-
ture du graphe. Cette notion est parfois résumée comme une mesure de
l’importance des nœuds, cependant importance et la notion d’être central
sont des notions subjectives. Une centralité, malgré son nom, ne mesure
donc pas forcément à quel point le nœud est central ou important, mais
plutôt à quel point sa position est représentative du type de positionmesuré
par cette centralité.

Centralité de degré

La centralité de degré est l’une des plus utilisés. Elle peut souvent être inter-
prétée comme une mesure de popularité, e.g., plus j’ai de relations, d’amis
dans un réseau social, le plus important je suis dans ce réseau.

Centralité de proximité / Harmonique

La centralité de proximité (closeness) d’un nœud mesure à quel point il est
proche de tous les autres nœuds. Pour interpréter ce score, un parallele
peut être fait avec la position d’un point dans un cercle: le point qui est le
plus proche de tous les autres points du cercle est son centre. Le nœud de
plus grande closeness est l’équivalent pour ce graphe du centre pour un
cercle. Formellement, le plus simple est de le dé�nir comme l’inverser de
la farness.

Farness: Distance moyenne à tous les nœuds du graphe.

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse de la farness

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Centralité Harmonique: Une variante de la closeness dé�nie comme la
moyenne des inverses des distances à tous les autres nœuds (moyenne
harmonique). Cette mesure est dé�nie même sur des graphes non con-
nexes, à condition de dé�nir 1

1 = 0. Son interprétation est la même que la
Closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Coe�cient de Clustering

Ce score, déjà dé�ni, mesure la fermeture transitive d’un nœud. Un score
élevé est souvent interprété comme un nœud qui appartient fortement à
une et une seule communauté (les amis de mes amis sont mes amis, car
nous appartenons tous aumême groupe). Un score faible peut signi�er que
le nœud joue le rôle de pont: il n’y a pas de connections entre mes amis car
ils appartiennent à des cercles sociaux di�érents.

Centralité - exemples

(a) Degré (b) Coe�cient de clustering

(c) Closeness (d) Centralité Harmonique

(e) Centralité d’intermédiarité (f) Centralité de Katz

(g) Centralité valeurs propres (h) PageRank

Centralité de Katz

La centralité de Katz est considérée comme une mesure du potentiel
d’in�uence du nœud. Pour un nœud u, elle est dé�nie comme la somme,
pour tous les marches de distance `, du nombre de nœuds situés à une
distance exactement ` de u, diminuté d’un facteur décroissant rapidement
lorsque ` augmente. L’intuition est que, plus le nombre de nœuds qui peu-
vent être atteind en un faible nombre de sauts est grand, plus la valeur est
élevée. Plus formellement, elle est dé�nie comme:

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

avec A
`

vu
le nombre de marches de longueur ` de v à u, et ↵ <

1
�i

un
paramètre plus petit que la plus grande valeur propre deA, Ce qui permet
de calculer ce score en forme matriciel:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Notons que dnas un graphe dirigé, la centralité de Katz doit être interprété
comme un mécanisme de vote: une centralité plus importante de u signi-
�e que plus de nœuds peuvent atteindre u rapidement, et non que u peut
atteindre de nombreux nœuds rapidement.

Centralité d’intermédiarité

La centralité d’intermédiarité (betweenness) mesure à quel point le nœud
joue le rôle de pont, d’intermédiaire. Plus le score est haut, plus le nœud
est essentiel au déplacement rapide dans le graphe.Plus formellement, la
betweenness de u est dé�nie comme la fractions de tous les plus courts
chemins entre toutes les paires de nœuds du graphe (sauf u) qui passent
par u. Par conséquent, si nous enlevons un nœud de betweenness élevé,
de nombreux plus courts chemins vont devenir plus long, et donc la circu-
lation dans le graphe sera plus di�cile. Un cas extrême est celui d’un nœud
qui est le seul point de passage entre deux groupes de nœuds: si on le re-
tire, la circulation n’est plus du tout possible entre certains sous-graphes.
Ces nœuds ont donc tendance à avoir un score de betweenness très élevé.
Elle est dé�nie comme:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

avec �st le nombre de plus court chemins entre s et t et �st(v) le nombre
de ces chemins qui passent par le nœud v.
La betweenness tend à augmenter avec la taille du graphe. Une version no-
ramlisée peut être obtenue en divisant par le nombre de paires de nœuds,
pour un graphe dirigé: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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which is the maximal score in the network, but one other vertex has the same closeness (which
one?). Its harmonic centrality is 0.6212 . . . , which is the second largest value (what is the largest?).
The minimal scores are 0.316 (closeness) and 0.417 (harmonic), which illustrates the narrow range
of variation of closeness (less than a factor of 2). (Do you see which vertex produces these scores?)

Applying the harmonic centrality calculation to the karate club network yields the figure on the
next page (with circle size scaled to be proportional to the score). The small size of this network
tends to compress the centrality scores into a narrow range. Comparing the harmonic scores to
degrees, we observe several di↵erences. For instance, the centrality of vertex 17, the only vertex in
group 1 that does not connect to the hub vertex 1, is lower than that of vertex 12, which has the
lowest degree but connects to the high-degree vertex 1. And, vertex 3 has a harmonic centrality
close to that of the main hubs 1 and 34, by virtue of it being “between” the two groups and thus
having short paths to all members of each.
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Relationship to degree-based centralities

In fact, degree-based centrality measures are related to geodesic-based measures like closeness and
harmonic centrality, although they do emphasize di↵erent aspects of network structure. For in-

11

u

CB(u) = 2
5 * 6 + 1 + 1

2 + 1
2

11 * 10
=

64
110

Peut être calculé de manière exacte (très couteux) ou approximative

Science des Réseaux
Un résumé

Proposé par
Rémy Cazabet

� Indices structurels

Indices structurels de nœuds

Les indices structurels de nœuds, souvent appelés centralité, mesurent
à quel point un nœud occupe un certain type de position dans la struc-
ture du graphe. Cette notion est parfois résumée comme une mesure de
l’importance des nœuds, cependant importance et la notion d’être central
sont des notions subjectives. Une centralité, malgré son nom, ne mesure
donc pas forcément à quel point le nœud est central ou important, mais
plutôt à quel point sa position est représentative du type de positionmesuré
par cette centralité.

Centralité de degré

La centralité de degré est l’une des plus utilisés. Elle peut souvent être inter-
prétée comme une mesure de popularité, e.g., plus j’ai de relations, d’amis
dans un réseau social, le plus important je suis dans ce réseau.

Centralité de proximité / Harmonique

La centralité de proximité (closeness) d’un nœud mesure à quel point il est
proche de tous les autres nœuds. Pour interpréter ce score, un parallele
peut être fait avec la position d’un point dans un cercle: le point qui est le
plus proche de tous les autres points du cercle est son centre. Le nœud de
plus grande closeness est l’équivalent pour ce graphe du centre pour un
cercle. Formellement, le plus simple est de le dé�nir comme l’inverser de
la farness.

Farness: Distance moyenne à tous les nœuds du graphe.

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse de la farness

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Centralité Harmonique: Une variante de la closeness dé�nie comme la
moyenne des inverses des distances à tous les autres nœuds (moyenne
harmonique). Cette mesure est dé�nie même sur des graphes non con-
nexes, à condition de dé�nir 1

1 = 0. Son interprétation est la même que la
Closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Coe�cient de Clustering

Ce score, déjà dé�ni, mesure la fermeture transitive d’un nœud. Un score
élevé est souvent interprété comme un nœud qui appartient fortement à
une et une seule communauté (les amis de mes amis sont mes amis, car
nous appartenons tous aumême groupe). Un score faible peut signi�er que
le nœud joue le rôle de pont: il n’y a pas de connections entre mes amis car
ils appartiennent à des cercles sociaux di�érents.

Centralité - exemples

(a) Degré (b) Coe�cient de clustering

(c) Closeness (d) Centralité Harmonique

(e) Centralité d’intermédiarité (f) Centralité de Katz

(g) Centralité valeurs propres (h) PageRank

Centralité de Katz

La centralité de Katz est considérée comme une mesure du potentiel
d’in�uence du nœud. Pour un nœud u, elle est dé�nie comme la somme,
pour tous les marches de distance `, du nombre de nœuds situés à une
distance exactement ` de u, diminuté d’un facteur décroissant rapidement
lorsque ` augmente. L’intuition est que, plus le nombre de nœuds qui peu-
vent être atteind en un faible nombre de sauts est grand, plus la valeur est
élevée. Plus formellement, elle est dé�nie comme:

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

avec A
`

vu
le nombre de marches de longueur ` de v à u, et ↵ <

1
�i

un
paramètre plus petit que la plus grande valeur propre deA, Ce qui permet
de calculer ce score en forme matriciel:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Notons que dnas un graphe dirigé, la centralité de Katz doit être interprété
comme un mécanisme de vote: une centralité plus importante de u signi-
�e que plus de nœuds peuvent atteindre u rapidement, et non que u peut
atteindre de nombreux nœuds rapidement.

Centralité d’intermédiarité

La centralité d’intermédiarité (betweenness) mesure à quel point le nœud
joue le rôle de pont, d’intermédiaire. Plus le score est haut, plus le nœud
est essentiel au déplacement rapide dans le graphe.Plus formellement, la
betweenness de u est dé�nie comme la fractions de tous les plus courts
chemins entre toutes les paires de nœuds du graphe (sauf u) qui passent
par u. Par conséquent, si nous enlevons un nœud de betweenness élevé,
de nombreux plus courts chemins vont devenir plus long, et donc la circu-
lation dans le graphe sera plus di�cile. Un cas extrême est celui d’un nœud
qui est le seul point de passage entre deux groupes de nœuds: si on le re-
tire, la circulation n’est plus du tout possible entre certains sous-graphes.
Ces nœuds ont donc tendance à avoir un score de betweenness très élevé.
Elle est dé�nie comme:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

avec �st le nombre de plus court chemins entre s et t et �st(v) le nombre
de ces chemins qui passent par le nœud v.
La betweenness tend à augmenter avec la taille du graphe. Une version no-
ramlisée peut être obtenue en divisant par le nombre de paires de nœuds,
pour un graphe dirigé: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .



BETWEENNESS CENTRALITY

Bleu valeur élevées Rouge élevées



EDGE - BETWEENNESS 

Lien de plus forte 
betweenness dans le réseau 

ferroviaire Européen ?

Même définition que pour les 
nœuds.

Intermédiarité des liens
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DÉFINITIONS RÉCURSIVES

• Importance récursive:
‣ Un nœud est important s’il est connecté à (pointé par) des nœuds 

importants

• Plusieurs centrales sont basées sur ce principe:
‣ Centralité Eigenvectors (“valeurs propres”)
‣ PageRank
‣ Hub et Autorités



• Définissons l’objectif:
‣ Chaque nœud à un score (centrality), 
‣ Si chaque nœud envoie son score à ses voisins, la somme (normalisée) des 

scores qu’il a reçu est égale à sa valeur de centralité

Eigenvector centrality
Eigenvector centrality is a recursive de�nition of importance: a node is im-
portant if it is connected to other important nodes. In practice, it is de�ned
in the following way: the eigenvector centrality Cu for every node u of the
graph is such that if each node sends its centrality score to its neighbors,
then the sum of scores received by each node will be equal to �Cu (with �

a constant). More formally,

C
t+1
u

=
1

�

X

v2Nin
u

C
t

v
(�)

with � a normalisation constant. This recursive de�nition can be interpreted
in term of eigenvectors and eigenvalues, which is de�ned asAx = �x, with
x an eigenvector, � the corresponding eigeinvalue. The eigenvector cen-
trality is de�ned as the leading invector, i.e., the eigenvector associated with
the highest eigenvalue, the only solution for which all centrality values are
positive.
A simple way to compute this eigenvalue is called the power method: one
start with random values on nodes, and iterate equation �. After some time,
it can be proven that the values converge to the eigenvector centrality.

Pagerank centrality
Pagerank centrality is famous for being the method originally used by
google to rank web-pages: all pages containing the researched words are
ordered according to their Pagerank score in the graph of the WWW, in
which nodes are webpages and edges are hyperlinks.
It is a variant of the Eigenvector centrality, solving the problem of source
nodes, i.e., kin = 0. Those nodes have by de�nition a, eigenvector central-
ity of � at t+�, and thus send a value of � at t+�, which might in turn result in
a score of � for its successors, and so on and so forth.
Pagerank introduces two improvements: �) at each step t, each node gain
a small constant value. �) The values sent are divided equally among suc-
cessors (normalization by degree). Equation � thus becomes:

C
t+1
u

= ↵

X

v2Nin
u

C
t

v

kout
v

+ � (�)

with, by convention, � = 1,↵ a parameter.
Pagerank centrality can also be expressed as the leading eigenvector of the
so-called Google matrix G, de�ned as Gij = ↵Sij + (1 � ↵)/n, with Sij

the adjacency matrix normalized by column.

Edge Structural indices
Edges situation in the network can also be described using srtuctural prop-
erties, most of them being similar to node centralities.
Edge Clustering C

e of an edge (u, v) is the fraction of the neighbors of at
least one of the two nodes which are neighbors of both of them, i.e.,

C
e(u, v) =

|Nu \ Nv|
|Nu [ Nv| � 2

High clustering edges are said Integrative, low values nodes are said Disper-
sive.
Edge betweenness Is de�ned exactly as node betweenness, but counting
shortest paths going through each edge instead of each node, i.e.,

CB(u, v) =
X

s 6=t2V

�st(u, v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(u, v)
the number of those paths passing through edge (u, v).

• Avec  une constante de normalisationλ

DÉFINITIONS RÉCURSIVES



DÉFINITIONS RÉCURSIVES
• Plus qu’à trouver une solution mathématique à ce problème

• Peut être résolue par la power method (méthode des puissances 
itérées )
‣ 1) Tous les scores sont initialisés avec des valeurs aléatoires entre 0 et 1
‣ 2)On applique la règle définie auparavant jusqu’à atteindre un point stable (les 

valeurs ne changent plus, donc objectif atteint)
‣ Garantie de convergence vers un point stable

• Pourquoi est-ce que ça marche?
‣ Théorème de Perron-Frobenius 
‣ => Vrai pour des graphes non-dirigés avec une seule composante connexe.



CENTRALITÉ EIGENVECTORS

• Ce que l’on viens de décrire : Centralité Eigenvector

• Un couple vecteur propre ( ) et valeur propre ( ) est défini 
par la relation: 
‣  est un vecteur colonne de taille n, interprété comme les scores de nœuds

• Ce que dit le théorème Perron-Frobenius est que la méthodes 
des puissances va converger vers le premier vecteur propre, i.e., 
le vecteur propre associé à la valeur propre la plus élevée.

x λ
Ax = λx

x



Eigenvector Centrality

Des problèmes avec les  graphes dirigés:
• 2 ensembles de vecteurs propres (Gauche et 

Droit)
• On utilise les vecteurs propres droit : les nœuds 

envoient leurs poids dans le sens de la flèche.

17

Eigenvector centrality — Bonacich centrality 
I am important if my friends are important too

Vertex A is connected but 
has only outgoing link 
= Its centrality will be 0 

Vertex B has outgoing and 
ingoing 

But Ingoing comes from A 
= Its centrality will be 0 

Only in strongly connected component 

Acyclic networks (citation network) do not have strongly connected 
component 

-Nœud A n’a que des liens sortants = sa centralité après la première itération 
est 0 

-Nœud B a des liens entrants et sortants, mais son lien entrant viens de A = 
Centralité de 0 au second tour
-etc.

Mais problème avec les nœuds source (degré entrant=0)

Solution: Calcul seulement dans la plus grande composante connexe forte
Note: Les réseaux acycliques (e.g., réseau de citation) n’ont pas de composante 
connexe forte 



PageRank Centrality
• Centralité Eigenvector généralisée aux graphes dirigés

PageRank
The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine

Brin, S. and Page, L. (1998) The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine. In: Seventh International 
World-Wide Web Conference (WWW 1998), April 14-18, 1998, Brisbane, Australia.

Wednesday, November 14, 12



PageRank Centrality
• Eigenvector centrality generalised for directed networks

PageRank
The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine

Brin, S. and Page, L. (1998) The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine. In: Seventh International 
World-Wide Web Conference (WWW 1998), April 14-18, 1998, Brisbane, Australia.

Wednesday, November 14, 12



PageRank Centrality
(Side notes)

-“We chose our system name, Google, because it 
is a common spelling of googol, or  and fits well with our goal of building very large-
scale search “

10100

-“[…] at the same time, search engines have migrated from the academic domain to the 
commercial. Up until now most search engine development has gone on at 
companies with little publication of technical details. This causes search 
engine technology to remain largely a black art and to be advertising 
oriented (see Appendix A). With Google, we have a strong goal to push 
more development and understanding into the academic realm.”

-“[...], we expect that advertising funded search engines will be inherently biased towards the 
advertisers and away from the needs of the consumers."



PageRank Centrality

Sergey Brin received his B.S. degree in mathematics and computer science
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Ph.D. candidate in computer science at Stanford University where he received
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in Computer Engineering at the University of Michigan Ann Arbor in 1995.
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computer interaction, search engines, scalability of information access
interfaces, and personal data mining. 

8 Appendix A: Advertising and Mixed Motives
Currently, the predominant business model for commercial search engines is advertising. The goals of
the advertising business model do not always correspond to providing quality search to users. For
example, in our prototype search engine one of the top results for cellular phone is "The Effect of
Cellular Phone Use Upon Driver Attention", a study which explains in great detail the distractions and
risk associated with conversing on a cell phone while driving. This search result came up first because
of its high importance as judged by the PageRank algorithm, an approximation of citation importance on
the web [Page, 98]. It is clear that a search engine which was taking money for showing cellular phone
ads would have difficulty justifying the page that our system returned to its paying advertisers. For this
type of reason and historical experience with other media [Bagdikian 83], we expect that advertising
funded search engines will be inherently biased towards the advertisers and away from the needs of the
consumers. 

Since it is very difficult even for experts to evaluate search engines, search engine bias is particularly
insidious. A good example was OpenText, which was reported to be selling companies the right to be
listed at the top of the search results for particular queries [Marchiori 97]. This type of bias is much
more insidious than advertising, because it is not clear who "deserves" to be there, and who is willing to
pay money to be listed. This business model resulted in an uproar, and OpenText has ceased to be a
viable search engine. But less blatant bias are likely to be tolerated by the market. For example, a search
engine could add a small factor to search results from "friendly" companies, and subtract a factor from
results from competitors. This type of bias is very difficult to detect but could still have a significant
effect on the market. Furthermore, advertising income often provides an incentive to provide poor

(Side notes)



PAGERANK

• 2 améliorations principales: 
‣ Problème des nœuds source

-  => Ajout d’un petit gain constant à tous les nœuds (“téléportation”)
‣ Les nœuds de centrality forte donnent une centralité forte à tous leurs voisins 

(Même s’ils en ont énormément, et que certain n’ont pas d’autres entrées)
- => Ce que chaque nœud “vaut” est divisé entre ses liens sortants (Normalisation par le 

degré)

=>
With by convention =1 and  a parameter (usually 0.85) controlling the 

relative importance of 
β α

β

Eigenvector centrality
Eigenvector centrality is a recursive de�nition of importance: a node is im-
portant if it is connected to other important nodes. In practice, it is de�ned
in the following way: the eigenvector centrality Cu for every node u of the
graph is such that if each node sends its centrality score to its neighbors,
then the sum of scores received by each node will be equal to �Cu (with �

a constant). More formally,

C
t+1
u

=
1

�

X

v2Nin
u

C
t

v
(�)

with � a normalisation constant. This recursive de�nition can be interpreted
in term of eigenvectors and eigenvalues, which is de�ned asAx = �x, with
x an eigenvector, � the corresponding eigeinvalue. The eigenvector cen-
trality is de�ned as the leading invector, i.e., the eigenvector associated with
the highest eigenvalue, the only solution for which all centrality values are
positive.
A simple way to compute this eigenvalue is called the power method: one
start with random values on nodes, and iterate equation �. After some time,
it can be proven that the values converge to the eigenvector centrality.

Eigenvector centrality cannot in general be computedondirectednetworks,
because of source nodes, i.e., kin = 0. Those nodes have by de�nition a,
eigenvector centrality of � at t+�, and thus send a value of � at t+�, which
might in turn result in a score of � for its successors, and so on and so forth.

Pagerank centrality
Pagerank centrality is famous for being the method originally used by
google to rank web-pages: all pages containing the researched words are
ordered according to their Pagerank score in the graph of the WWW, in
which nodes are webpages and edges are hyperlinks.
It is a variant of the Eigenvector centrality, solving the problem of source
nodes.
Pagerank introduces two improvements: �) at each step t, each node gain
a small constant value. �) The values sent are divided equally among suc-
cessors (normalization by degree). Equation � thus becomes:

C
t+1
u

= ↵

X

v2Nin
u

C
t

v

kout
v

+ � (�)

with, by convention, � = 1,↵ 2 [0, 1] a parameter.
Pagerank centrality can also be expressed as the leading eigenvector of the
so-called Google matrix G, de�ned as Gij = ↵Sij + (1 � ↵)/n, with Sij

the adjacency matrix normalized by column.

Pagerank & RandomWalk
Pagerank can be interpreted in term of random walks. If you consider a
random walker moving from nodes to nodes following randomly chosen
out-going links, which starts on a random node and moves an in�nite num-
ber of times. Consider that at each step, this random walker can teleport to
any other node with a probability /alpha instead of following an outgoing
edge. Then, the probability for this random walker to be on each particular
node corresponds to its Pagerank score.
We can note that the average length of a walk before restart is ↵

1�↵
. The

typical value ↵ = 0.85 thus means that random walkers move in average
�.� times before restart, a typical value of average distance in real graphs.

Edge Structural indices
Edges situation in the network can also be described using structural prop-
erties, most of them being similar to node centralities.
Edge Clustering C

e of an edge (u, v) is the fraction of the neighbors of at
least one of the two nodes which are neighbors of both of them, i.e.,

C
e(u, v) =

|Nu \ Nv|
|Nu [ Nv| � 2

High clustering edges are said Integrative, low values nodes are said Disper-
sive.
Edge betweenness Is de�ned exactly as node betweenness, but counting
shortest paths going through each edge instead of each node, i.e.,

CB(u, v) =
X

s 6=t2V

�st(u, v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(u, v)
the number of those paths passing through edge (u, v).

Node Similarity
When studying a network, one might be interested in comparing nodes be-
tween themselves, for instance to discover the most similar nodes in the
network, or to assess if two nodes they are interested in share a similar net-
work location.

A �rst approach is to de�ne the similarity between nodes u and v, �u,v as:
�u,v = |Nu \ Nv|.

A weakness of this approach is that high degree nodes tends to be consid-
ered similar to low degree nodes. A variant consists in normalizing by nodes
degrees, thus computing the Jaccard Coe�cient of neighborhoods:

�u,v =
|Nu \ Nv|

|Nu [ Nv| � 2

Cosine Similarity
Cosine similarity�cos is a standardmethod to compare vectors. It is de�ned
for two vectors x, y as :

�
cos
xy

=
x.y

|x||y|
This score can be used to measure the similarity between nodes neighbor-
hoods by using as vector xu of node u the row of the adjacency matrix cor-
responding to this node, i.e., xu = Au .
Cosine similarity of nodes then simpli�es to:

�
cos
uv

=
|Nu \ Nv|p

kukv

Pearson coe�cient
Pearson coe�cient is a standard measure of correlation between variables
X and Y , which is de�ned as :

rX,Y =
cov(X,Y )

�X�Y

with cov the covariance and � the standard deviation.
Much as for Cosine Similarity, we can adapt this measure to nodes similari-
ties by consideringA’s rows as discrete variables. The result can be under-
stood intuitively by observing that the numerator becomes:

cov(u, v) = |Nu \ Nv| �
kukv

N

which can be interpreted as the number of common neighbors minus the
expected number of common neighbors in a randomized network, given
nodes degrees.

cov(u, v) = 0 means that the number of common neighbors is exactly
what we would expect by chance given their degrees, while positive val-
ues means that they have more than expected (resp. for negative values).

Assortativity - Homophily
A network is said to be assortative or to demonstrate homophily if its nodes
tend to connect more with other nodes that are similar than to nodes that
are di�erent.
Similarity in this casemust be understood in termof nodes properties. Some
typical examples can be age, gender, language, political beliefs, etc.
Homophily is considered a common feature of many networks, in particular
social networks, as re�ected in the aphorism Birds of a feather �ock together.
Some networks can also demonstrate heterophily, or disassortativity, i.e., a
greater number of connections with nodes that are di�erent (for instance, in
a sentimental relationship network, women tend to connect more with men
than with other women).

Note on interpreting homophily
Homophily can be a link creation mechanism (nodes have a preference to
connect with similar ones, so the network end up to be assortative), or a
consequence of in�uence phenomenons (because nodes are connected,
they tend to in�uence each other and thus become more similar).
Without access to the dynamic of the network and its properties, it is not
possible to di�erentiate those e�ects.

Eigenvector centrality
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a constant). More formally,
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with, by convention, � = 1,↵ 2 [0, 1] a parameter.
Pagerank centrality can also be expressed as the leading eigenvector of the
so-called Google matrix G, de�ned as Gij = ↵Sij + (1 � ↵)/n, with Sij

the adjacency matrix normalized by column.

Pagerank & RandomWalk
Pagerank can be interpreted in term of random walks. If you consider a
random walker moving from nodes to nodes following randomly chosen
out-going links, which starts on a random node and moves an in�nite num-
ber of times. Consider that at each step, this random walker can teleport to
any other node with a probability /alpha instead of following an outgoing
edge. Then, the probability for this random walker to be on each particular
node corresponds to its Pagerank score.
We can note that the average length of a walk before restart is ↵

1�↵
. The

typical value ↵ = 0.85 thus means that random walkers move in average
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ues means that they have more than expected (resp. for negative values).
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PageRank - Marche aléatoire
Compréhension intuitive : Interprétation en tant que marche aléatoire

Probabilité de téléportation : le paramètre α correspond à la probabilité de faire ce 
processus normalement, et  1-α de sauter aléatoirement à n’importe quel nœud à la 
place.

Pagerank score d’un nœud correspond à la probabilité que le marcheur aléatoire soit sur ce 
nœud après un nombre infini de déplacements.

Marche aléatoire : On démarre d’un nœud pris au hasard, puis on “marche” au hasard 
dans le réseau, en suivant les liens. (On choisit un lien sortant au hasard)



PAGERANK

• Comment Google classe les résultats de nos recherches ?

• Calcul de pagerank (Power method)

• Filtre les pages contenant les mots recherchés

• Bien sûr aujourd’hui les méthodes sont plus complexes, mais non publiques:   
“Most search engine development has gone on at companies with little publication of technical 
details. This causes search engine technology to remain largely a black art” [Page, Brin, 1997]



OTHERS

• Beaucoup d’autres centralités ont été proposées

• Le problème est souvent comment les interpréter
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� Nodes and Edges structural indices

Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.

Centrality - Examples

(a) Degree (b) Clustering Coe�cent

(c) Closeness (d) Harmonic Centrality

(e) Betweenness Centrality (f) Katz Centrality

(g) Eigenvector Centrality (h) PageRank

Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

in which A
`

vu
means the number of paths of length ` from v to u, and

↵ <
1
�i

a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.
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as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
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score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.
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Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.
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The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
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with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
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sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
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Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.

Centrality - Examples

(a) Degree (b) Clustering Coe�cent

(c) Closeness (d) Harmonic Centrality

(e) Betweenness Centrality (f) Katz Centrality

(g) Eigenvector Centrality (h) PageRank

Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

in which A
`

vu
means the number of paths of length ` from v to u, and

↵ <
1
�i

a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.
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Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as
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in which A
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a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:
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with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
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a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.
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The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.
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This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.
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Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:
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with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
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score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.
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graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
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COMMUNAUTÉS

• Détection de communautés
‣ Découvrir des groupes de nœuds:

- Fortement connectés entre eux
- Faiblement connecté au reste du réseau

‣ Pas de définition mathématique universelle
- Plusieurs définitions imparfaites existe
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• Réseau social (Linked-in/Facebook/etc.)
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• Connexions dans le cerveau
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• Appels téléphoniques en Belgique ?

3. Results: division of the Belgian telephone territory

3.1 Division based on the frequency of calls

Figure 2 illustrates the groups obtained based on the frequency of telephone com-
munications between municipalities. The colours are of no particular significance 
and are simply intended to facilitate the reading of the map. 

Our main comments may be summarised in four points:

(1) Without having fixed the number of groups or their size, the optimal groups ob-
tained are spatially balanced: 17 ‘telephone areas’ composed of 15 to 66 munici-
palities appear ‘naturally’. This result is different from the division in labour pools (47 
pools defined by de Wasseige et al., 2000) and, without being identical, resembles 
the urban hierarchy of Van Hecke et al. (2007). To this effect, we have indicated on 
the map in Figure 2 the regional cities and the major cities as defined in Van Hecke 
et al. (2007). Note that certain telephone areas encompass two cities (for example, 
the Belgian coast forms a telephone area in itself and groups the cities of Ostend 
and Bruges; other examples: Hasselt and Genk or Mechelen and Leuven), whilst 
other telephone areas do not correspond to a ‘regional city’ as defined by Van 
Hecke et al. (2007) (for example Aalst to the west of Brussels is a telephone area, 
whereas Aalst is not considered as a ‘regional city’; the same is true for the province 

of Luxembourg). 

(2) Surprisingly, the groups of municipalities 
are always made up of adjacent municipali-
ties. As the grouping method does not im-
pose constraints regarding proximity or 
contiguity of municipalities in groups, the 
results could have revealed groups com-
posed of separate parts, but this is not the 
case for the groups obtained. 

(3) The linguistic border is followed by the 
limits of the ‘telephone areas’, with the ex-
ception of the area of Brussels (in red on 
the map) and the municipalities with facili-
ties Espierre-Helchin, Comines-Warneton, 
Herstappe and Fourons. Language there-
fore seems to be a strong barrier in terms 
of telephone communications: this confirms 
the former results of Klaassen et al. (1972), 
Rossera (1990) and Rietveld and Janssen 
(1990). However, it should be noted that 
the barrier around the German-speaking 
region is less clearly marked.

(4) The biggest area obtained (66 munici-
palities) corresponds – not surprisingly – to 
the biggest city: Brussels. Figure 3 presents  
a zoom-in of Figure 2 centred on Brussels. 
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Figure 2: ‘Telephone areas’ defined based on the frequency of communica-
tions between municipalities. We also indicate (1) = regional city (2) major 
city (definitions from Van Hecke et al., 2007) and (3): provincial borders.

Vilvoorde, Zaventem, Tervuren, Braine-l’Alleud, Ottignies-Louvain-la-Neuve, Wavre, 
Perwez and Jodoigne. However, Leuven is not included and is part of another tele-
phone area with Mechelen (see Figure 2). The Brussels telephone area resembles its 
urban area: it covers a much bigger area than the 19 municipalities of the Brussels-
Capital Region, all around the capital with a stronger spatial extension towards the 
south.

3.2 Division based on the average duration of communications

The municipalities are grouped here using the same method, according to the aver-
age duration of communications. The results are illustrated in Figures 4 (national 
scale) and 5 (a zoom-in on Brussels) and lead to two main commentaries:

(1) the method leads naturally to the constitution of two groups: one to the north 
and the other to the south of the country (Figure 4). Among the more than 200 mil-
lion communications analysed, only 1.05% are from the group in the north to the 
group in the south, and 1.04% are from the group in the south to the group in the 
north. In other words, almost 98% of telephone communications take place be-
tween customers within the same group. Let us note that the municipalities in the 

German-speaking 
community do not 
form a separate 
group, but are part 
of the group in the 
south of the country.

(2) Figure 4 shows 
that the north-south 
division follows the 
linguistic border with 
a few exceptions. 
Not surprisingly, 
these exceptions are 
all municipalities 
with facilities. With 
the exception of 
Wemmel, the mu-
nicipalities with facili-
ties in the outskirts 
of Brussels (Dro-
genbos, Kraainem, 
Linkebeek, Rhode-
Saint-Genèse, 
Wezembeek-
Oppem) are all 
grouped with the 
municipalities in the 
south of the country 
(see Figure 5 for a 
zoom-in). Three 
other municipalities 
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Figure 4: ‘Mobile telephone areas’ defined based on the average duration of communications.



ALGORITHME DE LOUVAIN

• Algorithme le plus connu, et celui présent dans Gephi

• Cherche à optimiser la modularité
‣ Modularité: un score de “qualité” des communautés
‣ L’algorithme cherche parmi toutes les partitions possibles celle de meilleur 

score (Approche gloutonne)

• Partitions non recouvrantes: chaque nœud appartient à une et 
une seule communauté.



MODULARITÉ

Network Science

Cheatsheet

Made by
Remy Cazabet

Community Structure

Blocks and Communities: De�nition

The general idea of blocks and communities is that nodes of a
network can be grouped together in homogeneous sets, based
on the network topology. The problem of automatically discover-
ing those groups is one of the most studied problem of network
science, but also one of the most di�cult to properly de�ne.

Partitions/Overlap

Wemust di�erentiate two types of node grouping:

�. A Partition of a graph is a division of its nodes such as each
of them belongs to one and only one group.

�. Overlapping communities/blocks allow, on the contrary,
nodes belonging to several groups. Unless speci�ed dif-
ferently, they also allow nodes to belong to no group.

Algorithms searching partitions are much more common than
those searching for overlapping groups, due to the increased
complexity of the later task. Overlapping community detection
is, nevertheless, an active �eld of research.

Community structure

The idea of having a network structured in communities is de�ned
as an analogy with communities in social networks. Communi-
ties are therefore de�ned (informally) as groups of nodes that are
strongly connected between themselves (high internal density)
and more weakly connected to the rest of the network low exter-

nal density.
This de�nition however cannot be translated unambiguously into
a mathematical formulation. The problem of community detec-

tion, or community discovery, is therefore complex to de�ne.

Block structure

The general idea of the block structure is that the probability to
observe an edge between two nodes is a function of the blocks
they belong to. Usually, no assumption is made apriori about
those probabilities: they can be high between nodes belonging
to the same blocks or to di�erent blocks, and can di�er for each
pair of block.

De�nition

C a community partition, or, more generally, a set of set
of nodes

ci community i, a set of nodes

Modularity

The most famous quality function to measure the quality of par-
titions is called the Modularity. Introduced ina, it is de�ned for a
partition C and a graph G as the di�erence between the fraction
of observed internal edges and the expected fraction of internal
edges if G were rewired according to a con�guration model, i.e.,
preserving the degrees of nodes.
More formally,

Q =
1

L

|C|X

i=1

(Li �
1

2
K

2
i )

with Li = L(H(ci)) the number of edges inside community i and
Ki =

P
u2ci

ku the sum of degrees of nodes in community i.
The original formulation of modularity, often found in the litera-
ture, is:

Q =
1

2L

X

uv


Auv �

kukv

2L

�
�(cu, cv)

with �(cu, cv) the kronecker delta between communities, i.e.,
�(cu, cv) = 1 if nodes u and v belongs to the same community,
� otherwise.

aGirvan and Newman ����.

Modularity: null model

The modularity as expressed above compares the number of
edges inside communities to the expected number of edges in
a null model, i.e., a randomized version of the graph. In the orig-
inal version, this null model is the con�guration model (as easily
recognized in the kukv

2L of the original formula).
Variants of themodularity have been proposed using di�erent null
modelsa, for instance an ER null model, or a gravity model to take
into account the e�ect of geographic distanceb

aJutla, Jeub, and Mucha ����.
bExpert et al. ����.

Modularity: resolution limit

It is important to remember that the Modularity is (only a) quality
function, not ade�nition of the quality of communities. An impor-
tant drawback of Modularity is known as the limit of resolutiona .
It says that partitions of maximal modularity are biased toward a
particular scale, i.e., for a graph of a give size (#nodes, #edges),
communities smaller or larger than a certain size cannot be found.
The typical example of this limit is the clique-ring structure (set of
cliques connected by a single edge), in which the expected par-
tition is to have one community by clique, while the solution of
highest modularity put several cliques in the same community,
when we increase the number of cliques.

aFortunato and Barthelemy ����.

Modularity and random networks

Another well known limitation of a Modularity maximization ap-
proach is that it �nds communitieswith high scores in randomnet-
works: since it is not adjusted for chance, random �ucutations in
a random network are mistaken for meaningful structure in the
network.

Multi-resolution Modularity

A simple solution has been proposed to the limit of resolution,
consisting in adding a resolution parameter � to tune the desired
resolutiona, i.e., (Li � 1

2K
2
i ) becomes (Li � �

1
2K

2
i ). It raises or

shrinks the expected number of edges inside communities. It re-
quires, however, to choose a proper value for �, i.e., to choose ar-
bitrarily a scale for communities.

aReichardt and Bornholdt ����.

• Défini comme la différence entre:
‣ La fraction des liens observés à l’intérieur des communautés
‣ La fraction des liens attendus à l’intérieur des communautés

- Attendu si les liens étaient distribués au hasard dans un graphe où l’on conserve le nombre 
de nœuds, de liens, et les degrés de chaque nœud.



ALGORITHME DE LOUVAIN

• On donne un graphe à l’algorithme, il retourne une partition 
(un ensemble de communautés)

• Attention, définition imparfaite: 
‣ Limite de modularité=>paramètre de résolution
‣ Pas de garantie de trouver la “meilleure” solution
‣ Algorithme stochastique: 2 exécutions peuvent renvoyer des résultats différents

• En pratique, fonctionne très bien


