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OBJECTIFS DU COURS
• Savoir comment une base de données bibliographique en accès libre, telle HAL, peut être 

interrogée en utilisant un language de programmation

• Savoir comment on peut passer de données brutes à des données modélisées sous la forme 
d'un graphe, et les bonnes questions à se poser

• Connaître les bases du domaine de la science des réseaux (Network Science), permettant de 
décrire et d'analyser des données représentées sous forme de graphes

• Savoir utiliser le logiciel libre Gephi pour 

‣ 1)Calculer des indicateurs d'analyse de réseaux et 

‣ 2)Produire des visualisations sous forme de réseaux de données de co-citations ou de 
collaborations.



AUJOURD’HUI

• Introduction à la science des réseaux: Décrire un graphe

• Introduction à Gephi: visualisation



GEPHI

• Un logiciel pour visualiser des données sous forme de graphes, 
et pour des analyses réseaux simples

• Pour aller plus loins dans les analyses, programmation:
‣ Python: Networkx, igraph, graph-tool, etc.



SCIENCE DES RÉSEAUX





J’ai une copie que je peux prêter



GRAPHES ET RÉSEAUX



GRAPHS & NETWORKS
Réseaux : Objet réel
• www,
• Réseau social
• Réseau autoroutier 
• Vocabulaire: (Réseau, nœud, lien) 

J’utilise les deux termes de manière interchangeable

Graphe : Représentation 
mathématique d’un réseau:
Vocabulaire: (Graphe, vertex, arête) 

Vertex Lien
Personne Amitié
neurone synapse
Website hyperlien
Auteur co-écrit
gène Régulation 



Science des Réseaux
Un résumé

Proposé par
Rémy Cazabet

� Dé�nition et Vocabulaire

Réseaux : notation graphe

Notation graphe : G = (V,E)
V Ensemble de nœuds/Vertex.
E Ensemble de liens
u 2 V un nœud.
(u, v) 2 E un lien.

Réseaux : notation graphe

Graphe

�

�

�
�

��

Notation graphe

G = (V,E)

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
E = {(1, 2), (1, 6),

(1, 5), (2, 4), (2, 3), (2, 5),

(2, 6), (6, 5), (5, 5), (4, 3)}

Types de réseaux

Réseaux simples: Les liens peuvent soit exister, soit ne pas exister entre les
nœuds. Il n’y a pas de boucles (liens d’un nœud vers lui-même.
Graphe dirigé:Les liens ont une direction: (u, v) 2 V n’implique pas
(v, u) 2 V

Graphespondérés: Un poid est associé à chaque lien, pour indiquer sa force
par exemple.

D’autres types de graphes existent (multigraphes, multipartite, hypergraphes, etc.)

Compter les nœuds et les liens

N/n taille: nombre de nœuds |V |.
L/m nombre de liens |E|
Lmax Nombre maximal de liens

Réseaux non-dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)/2

Réseaux dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)

Description des nœuds/liens

Nu Voisins de u, nœuds qui partagent un lien avec u.
ku Degré de u, nombre de voisins |Nu|.
N

out

u
Successeurs de u, nœueds tels que (u, v) 2 E dans un
graph dirigé

N
in

u
Prédécesseurs de u, nœuds tels que (v, u) 2 E dans un
graphe dirigé

k
out

u
Degré sortant de u, Nombre de liens dont u est l’origine
|Nout

u
|.

k
in

u
Degréentrantdeu, nombre de liens qui ont pour destination
|Nin

u
|

wu,v Poid d’un lien (u, v).
su Force de u, somme des poids des liens adjacents, su =P

v
wuv .

Description de réseaux - Nœuds/Liens

hki Degré moyen: Les réseaux réels sont clairsemé(sparse), i.e.,
typiquement le degré est petit par rapport au nombre de
nœuds: hki ⌧ n. Augmente lentement avec le nombre de
nœuds, e.g., d ⇠ log(m)

hki =
2m

n

d/d(G) Densité: Fraction des paires de nœuds connectées dansG.

d = L/Lmax

Chemins - Marches - Distance

Marche: Séquence de nœuds ou liens adjacents (e.g., �.�.�.�.� est une
marche valide)
Chemin: Une marche dans laquelle tous les nœuds sont distincts.
Longueur d’un chemin: nombre de liens traversés par un chemin
Longueur pondérée d’un chemin: Somme des poids des liens sur un
chemin
Plus court chemin: Le plus court chemin entre deux nœuds u, v est un
chemin de longueur minimale. Souvent, il n’y en a pas qu’un seul.
Plus court chemin pondéré: Chemin de plus court chemin pondéré.
`u,v : Distance: La distance entre les nœuds u, v est la longueur de plus
court chemin entre eux.

Description de réseaux - Chemins

`max Diametre: distancemaximale entre � nœuds du réseau.
h`i Distancemoyenne, i.e., moyenne des distances entre toutes

les paires de nœuds:

h`i =
1

n(n � 1)

X

i 6=j

dij

Distribution de degré

La distribution des degrés des nœuds est considéré une propriété impor-
tante. On cherche principalement à savoir si elle suit l’une de ces deux
formes :

• Courbe en cloche Distribution (Normale/Poisson/Binomiale)

• Sans-échelle(Scale-Free), aussi appelé longue-queue(long-tail) ou
Loi de puissance (Power-law)

Une courbe en cloche à une échelle, une valeur type: la taille des êtres hu-
mains, par exemple: la plupart des personnes ont une taille assez proches
de la valeurmoyenne. Une distribution sans échelle est di�érente, un exem-
ple est la richesse des individus: Une grande partie des valeurs sont faibles,
mais quelques valeurs sont extrêmement élevées. La moyenne n’est pas
du tout représentative de l’ensemble des valeurs.

sous-graphes

Sous-graphe H(W ) (Sous-graphe induit): ensemble des nœuds W du
grapheG = (V,E) et les liens qui les connectent dansG, i.e., sous-graphe
H(W ) = (W,E

0),W ⇢ V, (u, v) 2 E
0 () u, v 2 W ^ (u, v) 2 E

Clique: sous-graphe de densité �: d = 1
Triangle: clique de taille �
Composante connexe: un sous-graphe tels que tous les nœuds sont con-
nectés par un chemin, et pour lequel il n’y a pas de lien vers les autres
nœuds de réseau.
Composante fortement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on prend en compte les directions des liens.
Composante faiblement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on ne prend pas en compte les directions des liens
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LES GRAPHES EN TANT QUE 
MATRICES

Triangles

�u - Triades de u: nombre de triangles contenant le node u

� - Nombre de triangles dans le graphe� = 1
3

P
u2V

�u .

Chaque triangle dans le graphe est compté comme une triade une fois par chacun des nœuds

qui le compose.

�
max
u

- Potentiel de triangle de u: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister contenant u, étant donné son degré: �max

u
= ⌧(u) =

�
ki
2

�

�max - Potentiel de triangle de G: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister dans le graphe, étant donné sa distribution de degré. �max =
1
3

P
u2V

�
max(u)

Coe�cient de clustering

Le coe�cient de clustering est une mesure de la fermeture transitive
présente dans un graphe. La fermeture transitive est une notion qui viens de
l’analyse de réseaux sociaux, souvent résumée par l’aphorisme: Les amis de
mes amis sont mes amis. Plus les voisins des voisins d’un nœud n ont ten-
dance à être des voisins de n, plus le coe�cient de clustering est élevé.

Cu - Clustering coe�cient d’un nœud: densité du sous-graphe induit par
les voisins du nœud u,Cu = d(H(Nu). Aussi interprété comme la fraction
de tous les triangles possibles dansNu qui existent, �u

�max
u

hCi - Coe�cient de clustering moyen: Moyenne des coe�cients de
clustering de tous les nœuds du graphe, C̄ = 1

N

P
u2V

Cu .

Attention en interprétant cette valeur : les nœuds de faible degrés sont généralement majori-

taires dans les graphes réels, et leur valeur de clusteringC est très sensible, i.e., pour un nœud

u de degré �,Cu 2 0, 1, tandis que les nœuds de fort degré ont tendance à avoir des scores

plus contrastés.

C
g - Coe�cient de clustering global: Fraction de tous les triangles possi-

bles qui existent dans le graphe, Cg = �
�max

Réseau petit monde

Un réseau est dit petit monde(Small world) lorsqu’il a certaines propriétés
structurellesa . La dé�nition n’a pas vraiment de dé�nition quantitative, mais
correspond aux propriétés suivantes:

• La distancemoyenne doit être courte, i.e., de l’ordre de grandeur du
log du nombre de nœud: h`i ⇡ log(N)

• Le coe�cient de Clustering doit être grand, i.e., largement supérieur
à celui d’un graphe aléatoire de propriétés équivalente , e.g., Cg �
d, avec d la densité du graphe.

La propriété petit monde est considéré characteristique des réseaux réels,
par opposition aux réseaux aléatoires. On associe cette propriété à certaines
characteristiques du graphe (robustesse aux défaillances, circulation e�-
cace de l’information, etc.).

Attention: dans certains contextes, réseau petit monde peut désigner sim-
plement un réseau dont la distancemoyenne est courte, indépendemment
de son coe�cient de clustering.

aWatts and Strogatz ����.

cœurs et Shells

Beaucoup de réseaux réels sont connus pour avoir une structure dite en
cœur-périphérie, i.e., il y a un cœur qui est densément connecté et une
zone périphérique dont les nœuds sont faiblement connecté entre eux et
avec le cœur.
k-cœur: le k-cœur (cœur d’ordre k) du graphe G(V,E) est le plus grand
sous-graphe H(C) tel que tous ses nœuds ont au moins un degré k, i.e.,
8u 2 C, k

H

u
 k, avec k

H

u
le degré du nœud u dans le sous-grapheH .

coreness: Un nœud u a une coreness k s’il appartient au k-cœur mais pas
au k + 1-cœur.
c-shell: Tous les nœuds dont la coreness est exactement c.

Vocabulaire

Singleton: ou nœud isolé, nœud de degré nul k = 0
Hub: nœud u de large degré, i.e., ku � hki

Pont: nœud ou lien qui, s’il est enlevé, sépare le graphe en plusieurs com-
posantes connexes. Bout: un bout est un demi-lien, i.e., le lien (u, v) a un
bout connecté à u et un autre connecté à v.

Réseau complet: réseau où tous les liens possibles existe: L = Lmax

Réseau clairsemé (sparse): réseau ayant peu de lien, d ⌧ 1, L ⌧ Lmax

Graphe connecté: Graphe qui n’a qu’une seule composante connexe

� Réseaux en tant que matrices

Les matrices en quelques mots

Les matrices sont des objets mathématiques qui sont des tables de nom-
bres. La taille d’une matrice est exprimée commem⇥ n, pour une matrice
avecm lignes et n colonnes. l’ordre (ligne/colonne) est important.
Mij représente l’élément sur la ligne i et colonne j .

A - Matrice d’adjacence

La méthode la plus courante pour représenter un graphe par une matrice
consiste à créer une matrice d’adjacence A. C’est une matrice carrée dont
le nombre de lignes et de colonnes est égal au nombre de nœuds N du
graph. Les nœuds du graphe sont numérotés de � àN , et il y a un lien entre
les nœuds i et j si la valeur à la positionAij n’est pas 0.

• Une valeur sur la diagonale représente une boucle

• si le graphe est non dirigé, la matrice est symmétrique: Aij = Aji

pour tout i, j .

• Dans un graphe non pondéré, les liens sont représentés par la
valeur 1.

• Dans un graphe pondéré, la valeur Aij représente le poids du lien
(i, j)

Notation matricielle - Exemple

Graph

�

�

�
�

��

A - AdjacencyMat.

0

BBBBB@

0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0

1

CCCCCA



ADJACENCY MATRIX
Triangles counting
�u - Triads of u: number of triangles containing node u

� -Number of triangles in the graph total number of triangles in the graph,
� = 1

3

P
u2V

�u .

Each triangle in the graph is counted as a triad once by each of its nodes.

�
max
u

- Triad potential of u: maximum number of triangles that could exist
around node u, given its degree: �max

u
= ⌧(u) =

�
ki
2

�

�max - Triangle potential of G: maximum number of triangles that could
exist in the graph, given its degree distribution: �max = 1

3

P
u2V

�
max(u)

Cores and Shells
Many real networks are known to have a core-periphery structure, i.e.,
there is a densely connected core at its center and a more peripheral
zone in which nodes are loosely connected between them and to the core.

k-core: The k-core (core of order k) of G(V,E) is the largest subgraph
H(C) such as all nodes have at least a degree k, i.e., 8u 2 C, k

H

u
 k,

withkH

u
the degree of node u in subgraph H .

coreness: A vertex u has coreness k if it belongs to the k-core but not to
the k + 1-core.
c-shell: all vertices whose coreness is exactly c.

Vocabulary
Singleton: node with a degree k = 0
Hub: node u with ku � hki

Bridge: Edge which, when removed, split a connected component in two.
Self-loop: Edge which connects a node to itself.

Complete network: L = Lmax

Sparse network: d ⌧ 1, L ⌧ Lmax

Connected Graph: Graph composed of a single connected component

� Networks as matrices

Matrices in short
Matrices are mathematical objects that can be thought as tables of num-
bers. The size of a matrix is expressed as m ⇥ n, for a matrix with m rows
and n columns. The order (row/column) is important.
Mij is a notation representing the element on rowm and column j .

A - Adjacency matrix
The most natural way to represent a graph as a matrix is called the Adja-
cency matrix A. It is de�ned as a square matrix, such as the number of
rows (and the number of columns) is equal to the number of nodes N in
the graph. Nodes of the graph are numbered from � to N , and there is an
edge between nodes i and j if the corresponding position of thematrixAij

is not 0.

• A value on the diagonal means that the corresponding node has a
self-loop

• the graph is undirected, thematrix is symmetric: Aij = Aji for any
i, j .

• In an unweighted network, and edge is represented by the value 1.

• In a weighted network, the value Aij represents the weight of the
edge (i, j)

Typical operations on A

Some operations on Adjacency matrices have straightforward interpreta-
tions and are frequently used:
MultiplyingA by itself allows to know the number of walks of a given length
that exist between any pair of nodes: A2

ij
corresponds to the number of

walks of length � from node i to node j, A3
ij

to the number of walks of
length �, etc.
MultiplyingA by a column vector W of length 1⇥N can be thought as set-
ting the i th value of the vector to the ith node, and each node sending its
value to its neighbors (for undirected graphs). The result is a column vector
with N elements, the ith element corresponding to the sum of the values
of its neighbors in W . This is convenient when working with random walks
or di�usion phenomenon.

Spectral properties of A
Spectral Graph Theory is a whole �eld in itself, and beyond the scope of
this class. A few elements for those with a linear algebra background:

• The adjacency matrix of an undirected simple graph is symmetric,
and therefore has a complete set of real eigenvalues and an orthog-
onal eigenvector basis.

• The set of eigenvalues of a graph is the spectrum of the graph.

• Eigenvalues are denoted as �0  �1  �2  . . .�n

• The largest eigenvalue �0 lies between the average and maximum
degrees

• The number of closed walks of length k in G equals
P

n

i
= 0�k

i

• A graph is bipartite if and only if its spectrum is symmetric (i.e., if �
is an eigenvalue, then so is ��

• IfG is connected, then the diameter ofG is strictly less than its num-
ber of distinct eigenvalues

Matrix notation - Example

Graph

�

�

�
�

��

A - AdjacencyMat.

0

BBBBB@

0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0

1

CCCCCA

D - Degree Matrix

0

BBBBB@

3 0 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 3

1

CCCCCA

L - Laplacian

0

BBBBB@

2 �1 �1 �1 �1 �1
�1 4 �1 �1 �1 �1
�1 �1 1 �1 �1 �1
�1 �1 �1 1 �1 �1
�1 �1 �1 �1 4 �1
�1 �1 �1 �1 �1 2

1

CCCCCA

A2

0

BBBBB@

3 2 1 1 3 2
2 5 1 1 3 2
1 1 2 1 1 1
1 1 1 2 1 1
3 3 1 1 4 3
2 2 1 1 3 3

1

CCCCCA

Triangles

�u - Triades de u: nombre de triangles contenant le node u

� - Nombre de triangles dans le graphe� = 1
3

P
u2V

�u .

Chaque triangle dans le graphe est compté comme une triade une fois par chacun des nœuds

qui le compose.

�
max
u

- Potentiel de triangle de u: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister contenant u, étant donné son degré: �max

u
= ⌧(u) =

�
ki
2

�

�max - Potentiel de triangle de G: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister dans le graphe, étant donné sa distribution de degré. �max =
1
3

P
u2V

�
max(u)

Coe�cient de clustering

Le coe�cient de clustering est une mesure de la fermeture transitive
présente dans un graphe. La fermeture transitive est une notion qui viens de
l’analyse de réseaux sociaux, souvent résumée par l’aphorisme: Les amis de
mes amis sont mes amis. Plus les voisins des voisins d’un nœud n ont ten-
dance à être des voisins de n, plus le coe�cient de clustering est élevé.

Cu - Clustering coe�cient d’un nœud: densité du sous-graphe induit par
les voisins du nœud u,Cu = d(H(Nu). Aussi interprété comme la fraction
de tous les triangles possibles dansNu qui existent, �u

�max
u

hCi - Coe�cient de clustering moyen: Moyenne des coe�cients de
clustering de tous les nœuds du graphe, C̄ = 1

N

P
u2V

Cu .

Attention en interprétant cette valeur : les nœuds de faible degrés sont généralement majori-

taires dans les graphes réels, et leur valeur de clusteringC est très sensible, i.e., pour un nœud

u de degré �,Cu 2 0, 1, tandis que les nœuds de fort degré ont tendance à avoir des scores

plus contrastés.

C
g - Coe�cient de clustering global: Fraction de tous les triangles possi-

bles qui existent dans le graphe, Cg = �
�max

Réseau petit monde

Un réseau est dit petit monde(Small world) lorsqu’il a certaines propriétés
structurellesa . La dé�nition n’a pas vraiment de dé�nition quantitative, mais
correspond aux propriétés suivantes:

• La distancemoyenne doit être courte, i.e., de l’ordre de grandeur du
log du nombre de nœud: h`i ⇡ log(N)

• Le coe�cient de Clustering doit être grand, i.e., largement supérieur
à celui d’un graphe aléatoire de propriétés équivalente , e.g., Cg �
d, avec d la densité du graphe.

La propriété petit monde est considéré characteristique des réseaux réels,
par opposition aux réseaux aléatoires. On associe cette propriété à certaines
characteristiques du graphe (robustesse aux défaillances, circulation e�-
cace de l’information, etc.).

Attention: dans certains contextes, réseau petit monde peut désigner sim-
plement un réseau dont la distancemoyenne est courte, indépendemment
de son coe�cient de clustering.

aWatts and Strogatz ����.

cœurs et Shells

Beaucoup de réseaux réels sont connus pour avoir une structure dite en
cœur-périphérie, i.e., il y a un cœur qui est densément connecté et une
zone périphérique dont les nœuds sont faiblement connecté entre eux et
avec le cœur.
k-cœur: le k-cœur (cœur d’ordre k) du graphe G(V,E) est le plus grand
sous-graphe H(C) tel que tous ses nœuds ont au moins un degré k, i.e.,
8u 2 C, k

H

u
 k, avec k

H

u
le degré du nœud u dans le sous-grapheH .

coreness: Un nœud u a une coreness k s’il appartient au k-cœur mais pas
au k + 1-cœur.
c-shell: Tous les nœuds dont la coreness est exactement c.

Vocabulaire

Singleton: ou nœud isolé, nœud de degré nul k = 0
Hub: nœud u de large degré, i.e., ku � hki

Pont: nœud ou lien qui, s’il est enlevé, sépare le graphe en plusieurs com-
posantes connexes. Bout: un bout est un demi-lien, i.e., le lien (u, v) a un
bout connecté à u et un autre connecté à v.

Réseau complet: réseau où tous les liens possibles existe: L = Lmax

Réseau clairsemé (sparse): réseau ayant peu de lien, d ⌧ 1, L ⌧ Lmax

Graphe connecté: Graphe qui n’a qu’une seule composante connexe

� Réseaux en tant que matrices

Les matrices en quelques mots

Les matrices sont des objets mathématiques qui sont des tables de nom-
bres. La taille d’une matrice est exprimée commem⇥ n, pour une matrice
avecm lignes et n colonnes. l’ordre (ligne/colonne) est important.
Mij représente l’élément sur la ligne i et colonne j .

A - Matrice d’adjacence

La méthode la plus courante pour représenter un graphe par une matrice
consiste à créer une matrice d’adjacence A. C’est une matrice carrée dont
le nombre de lignes et de colonnes est égal au nombre de nœuds N du
graph. Les nœuds du graphe sont numérotés de � àN , et il y a un lien entre
les nœuds i et j si la valeur à la positionAij n’est pas 0.

• Une valeur sur la diagonale représente une boucle

• si le graphe est non dirigé, la matrice est symmétrique: Aij = Aji

pour tout i, j .

• Dans un graphe non pondéré, les liens sont représentés par la
valeur 1.

• Dans un graphe pondéré, la valeur Aij représente le poids du lien
(i, j)

Notation matricielle - Exemple

Graph

�

�

�
�

��

A - AdjacencyMat.

0

BBBBB@

0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0

1

CCCCCA



Types de 
Réseaux



Non dirigés

 G=(V, E) 
 (u,v) ∈ E ≡ (v,u) ∈ E

The Internet: Nodes - routers, Links - physical wires

Opte project



Dirigé

 G=(V, E) 
 (u,v) ∈ E ≢ (v,u) ∈ E

Citation network: Nodes - publications, Links - references

Moritz Stefaner, eigenfactor.com

http://eigenfactor.com


Réseaux pondérés

 G=(V, E, w) 
 w: (u,v) ∈ E ⇒ R 

• La force des liens est 
représentée par un 
poids

Social interaction network: Nodes - individuals
                         Links - social interactions

Onnela et.al. New Journal of Physics 9, 179 (2007).



Réseaux bipartite

 G=(U, V, E) 
U ∩ V = ∅ 
∀(u,v) ∈ E, u ∈ U and v ∈ V

Gene-desease network:
          Nodes - Desease (7)&Genes (747)
          Links - gene-desease relationship

Bhavnani et.al. BMC Bioinformatics 2009, 10(Suppl 9):S3



Réseaux dynamiques

 G=(V, Et), (u,v,t,d) ∈ Et 
          t - instant de l’interaction 
   d - durée de  l’intéraction (u,v,t)

Mobile communication network
     Nodes - individuals
     Links - calls and SMS
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� Dé�nition et Vocabulaire

Réseaux : notation graphe

Notation graphe : G = (V,E)
V Ensemble de nœuds/Vertex.
E Ensemble de liens
u 2 V un nœud.
(u, v) 2 E un lien.

Réseaux : notation graphe

Graphe

�

�

�
�

��

Notation graphe

G = (V,E)

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
E = {(1, 2), (1, 6),

(1, 5), (2, 4), (2, 3), (2, 5),

(2, 6), (6, 5), (5, 5), (4, 3)}

Types de réseaux

Réseaux simples: Les liens peuvent soit exister, soit ne pas exister entre les
nœuds. Il n’y a pas de boucles (liens d’un nœud vers lui-même.
Graphe dirigé:Les liens ont une direction: (u, v) 2 V n’implique pas
(v, u) 2 V

Graphespondérés: Un poid est associé à chaque lien, pour indiquer sa force
par exemple.

D’autres types de graphes existent (multigraphes, multipartite, hypergraphes, etc.)

Compter les nœuds et les liens

N/n taille: nombre de nœuds |V |.
L/m nombre de liens |E|
Lmax Nombre maximal de liens

Réseaux non-dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)/2

Réseaux dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)

Description des nœuds/liens

Nu Voisins de u, nœuds qui partagent un lien avec u.
ku Degré de u, nombre de voisins |Nu|.
N

out

u
Successeurs de u, nœueds tels que (u, v) 2 E dans un
graph dirigé

N
in

u
Prédécesseurs de u, nœuds tels que (v, u) 2 E dans un
graphe dirigé

k
out

u
Degré sortant de u, Nombre de liens dont u est l’origine
|Nout

u
|.

k
in

u
Degréentrantdeu, nombre de liens qui ont pour destination
|Nin

u
|

wu,v Poid d’un lien (u, v).
su Force de u, somme des poids des liens adjacents, su =P

v
wuv .

Description de réseaux - Nœuds/Liens

hki Degré moyen: Les réseaux réels sont clairsemé(sparse), i.e.,
typiquement le degré est petit par rapport au nombre de
nœuds: hki ⌧ n. Augmente lentement avec le nombre de
nœuds, e.g., d ⇠ log(m)

hki =
2m

n

d/d(G) Densité: Fraction des paires de nœuds connectées dansG.

d = L/Lmax

Chemins - Marches - Distance

Marche: Séquence de nœuds ou liens adjacents (e.g., �.�.�.�.� est une
marche valide)
Chemin: Une marche dans laquelle tous les nœuds sont distincts.
Longueur d’un chemin: nombre de liens traversés par un chemin
Longueur pondérée d’un chemin: Somme des poids des liens sur un
chemin
Plus court chemin: Le plus court chemin entre deux nœuds u, v est un
chemin de longueur minimale. Souvent, il n’y en a pas qu’un seul.
Plus court chemin pondéré: Chemin de plus court chemin pondéré.
`u,v : Distance: La distance entre les nœuds u, v est la longueur de plus
court chemin entre eux.

Description de réseaux - Chemins

`max Diametre: distancemaximale entre � nœuds du réseau.
h`i Distancemoyenne, i.e., moyenne des distances entre toutes

les paires de nœuds:

h`i =
1

n(n � 1)

X

i 6=j

dij

Distribution de degré

La distribution des degrés des nœuds est considéré une propriété impor-
tante. On cherche principalement à savoir si elle suit l’une de ces deux
formes :

• Courbe en cloche Distribution (Normale/Poisson/Binomiale)

• Sans-échelle(Scale-Free), aussi appelé longue-queue(long-tail) ou
Loi de puissance (Power-law)

Une courbe en cloche à une échelle, une valeur type: la taille des êtres hu-
mains, par exemple: la plupart des personnes ont une taille assez proches
de la valeurmoyenne. Une distribution sans échelle est di�érente, un exem-
ple est la richesse des individus: Une grande partie des valeurs sont faibles,
mais quelques valeurs sont extrêmement élevées. La moyenne n’est pas
du tout représentative de l’ensemble des valeurs.

sous-graphes

Sous-graphe H(W ) (Sous-graphe induit): ensemble des nœuds W du
grapheG = (V,E) et les liens qui les connectent dansG, i.e., sous-graphe
H(W ) = (W,E

0),W ⇢ V, (u, v) 2 E
0 () u, v 2 W ^ (u, v) 2 E

Clique: sous-graphe de densité �: d = 1
Triangle: clique de taille �
Composante connexe: un sous-graphe tels que tous les nœuds sont con-
nectés par un chemin, et pour lequel il n’y a pas de lien vers les autres
nœuds de réseau.
Composante fortement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on prend en compte les directions des liens.
Composante faiblement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on ne prend pas en compte les directions des liens



Degré des nœuds
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• Graphe dirigé

• Graphe non dirigé
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Degré pondéré : Force
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DÉCRIRE DES GRAPHES

• Si on nous donne un graphe, comment le décrire ?

• Comment comparer des graphes ?

• Que peut-on dire sur un graphe que l’on observe ?
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nœuds. Il n’y a pas de boucles (liens d’un nœud vers lui-même.
Graphe dirigé:Les liens ont une direction: (u, v) 2 V n’implique pas
(v, u) 2 V

Graphespondérés: Un poid est associé à chaque lien, pour indiquer sa force
par exemple.

D’autres types de graphes existent (multigraphes, multipartite, hypergraphes, etc.)

Compter les nœuds et les liens

N/n taille: nombre de nœuds |V |.
L/m nombre de liens |E|
Lmax Nombre maximal de liens

Réseaux non-dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)/2

Réseaux dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)

Description des nœuds/liens

Nu Voisins de u, nœuds qui partagent un lien avec u.
ku Degré de u, nombre de voisins |Nu|.
N

out

u
Successeurs de u, nœueds tels que (u, v) 2 E dans un
graph dirigé

N
in

u
Prédécesseurs de u, nœuds tels que (v, u) 2 E dans un
graphe dirigé

k
out

u
Degré sortant de u, Nombre de liens dont u est l’origine
|Nout

u
|.

k
in

u
Degréentrantdeu, nombre de liens qui ont pour destination
|Nin

u
|

wu,v Poid d’un lien (u, v).
su Force de u, somme des poids des liens adjacents, su =P

v
wuv .

Description de réseaux - Nœuds/Liens

hki Degré moyen: Les réseaux réels sont clairsemé(sparse), i.e.,
typiquement le degré est petit par rapport au nombre de
nœuds: hki ⌧ n. Augmente lentement avec le nombre de
nœuds, e.g., d ⇠ log(m)

hki =
2m

n

d/d(G) Densité: Fraction des paires de nœuds connectées dansG.

d = L/Lmax

Chemins - Marches - Distance

Marche: Séquence de nœuds ou liens adjacents (e.g., �.�.�.�.� est une
marche valide)
Chemin: Une marche dans laquelle tous les nœuds sont distincts.
Longueur d’un chemin: nombre de liens traversés par un chemin
Longueur pondérée d’un chemin: Somme des poids des liens sur un
chemin
Plus court chemin: Le plus court chemin entre deux nœuds u, v est un
chemin de longueur minimale. Souvent, il n’y en a pas qu’un seul.
Plus court chemin pondéré: Chemin de plus court chemin pondéré.
`u,v : Distance: La distance entre les nœuds u, v est la longueur de plus
court chemin entre eux.

Description de réseaux - Chemins

`max Diametre: distancemaximale entre � nœuds du réseau.
h`i Distancemoyenne, i.e., moyenne des distances entre toutes

les paires de nœuds:

h`i =
1

n(n � 1)

X

i 6=j

dij

Distribution de degré

La distribution des degrés des nœuds est considéré une propriété impor-
tante. On cherche principalement à savoir si elle suit l’une de ces deux
formes :

• Courbe en cloche Distribution (Normale/Poisson/Binomiale)

• Sans-échelle(Scale-Free), aussi appelé longue-queue(long-tail) ou
Loi de puissance (Power-law)

Une courbe en cloche à une échelle, une valeur type: la taille des êtres hu-
mains, par exemple: la plupart des personnes ont une taille assez proches
de la valeurmoyenne. Une distribution sans échelle est di�érente, un exem-
ple est la richesse des individus: Une grande partie des valeurs sont faibles,
mais quelques valeurs sont extrêmement élevées. La moyenne n’est pas
du tout représentative de l’ensemble des valeurs.

sous-graphes

Sous-graphe H(W ) (Sous-graphe induit): ensemble des nœuds W du
grapheG = (V,E) et les liens qui les connectent dansG, i.e., sous-graphe
H(W ) = (W,E

0),W ⇢ V, (u, v) 2 E
0 () u, v 2 W ^ (u, v) 2 E

Clique: sous-graphe de densité �: d = 1
Triangle: clique de taille �
Composante connexe: un sous-graphe tels que tous les nœuds sont con-
nectés par un chemin, et pour lequel il n’y a pas de lien vers les autres
nœuds de réseau.
Composante fortement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on prend en compte les directions des liens.
Composante faiblement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on ne prend pas en compte les directions des liens
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Distribution de degré

La distribution des degrés des nœuds est considéré une propriété impor-
tante. On cherche principalement à savoir si elle suit l’une de ces deux
formes :

• Courbe en cloche Distribution (Normale/Poisson/Binomiale)

• Sans-échelle(Scale-Free), aussi appelé longue-queue(long-tail) ou
Loi de puissance (Power-law)

Une courbe en cloche à une échelle, une valeur type: la taille des êtres hu-
mains, par exemple: la plupart des personnes ont une taille assez proches
de la valeurmoyenne. Une distribution sans échelle est di�érente, un exem-
ple est la richesse des individus: Une grande partie des valeurs sont faibles,
mais quelques valeurs sont extrêmement élevées. La moyenne n’est pas
du tout représentative de l’ensemble des valeurs.

sous-graphes

Sous-graphe H(W ) (Sous-graphe induit): ensemble des nœuds W du
grapheG = (V,E) et les liens qui les connectent dansG, i.e., sous-graphe
H(W ) = (W,E

0),W ⇢ V, (u, v) 2 E
0 () u, v 2 W ^ (u, v) 2 E

Clique: sous-graphe de densité �: d = 1
Triangle: clique de taille �
Composante connexe: un sous-graphe tels que tous les nœuds sont con-
nectés par un chemin, et pour lequel il n’y a pas de lien vers les autres
nœuds de réseau.
Composante fortement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on prend en compte les directions des liens.
Composante faiblement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
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#nodes #edges Densité Deg. Moyen
Wikipedia 

HL
2M 30M 1.5x10-5 30

Twitter 2015 288M 60B 1.4x10-6 416
Facebook 

2015
1.4B 400B 4x10-9 570

Brain c. 
Elegans

280 6393 0,16 46
Roads Calif. 2M 2.7M 6x10-7 2,7

Airport 
traffic

3k 31k 0,007 21

Attention: Densité difficile à comparer entre des 
graphes de taille différente
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DISTRIBUTION DE DEGRÉ

• Dans un graphe complètement aléatoire (Erdos-Renyi), la 
distribution de degrés suit une loi normale (en fait, loi de 
Poisson) centrée sur le degré moyen.

• Dans les graphes réels, en général, pas le cas :
‣ Grande majorité de nœuds de faible degré
‣ Une faible quantité de nœuds de degré exceptionnel(Hubs)

• Loi de puissance (power law)



DEGREE DISTRIBUTION
Power law/Scale free distribution:

[Quanta magazine 2018]



DISTRIBUTION DE DEGRÉ

• Implications:
‣ Le degré moyen n’est pas représentatif
‣ Réseau “sans échelle” => Pas d’échelle caractéristique
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Nu Voisins de u, nœuds qui partagent un lien avec u.
ku Degré de u, nombre de voisins |Nu|.
N

out

u
Successeurs de u, nœueds tels que (u, v) 2 E dans un
graph dirigé

N
in

u
Prédécesseurs de u, nœuds tels que (v, u) 2 E dans un
graphe dirigé

k
out

u
Degré sortant de u, Nombre de liens dont u est l’origine
|Nout

u
|.

k
in

u
Degréentrantdeu, nombre de liens qui ont pour destination
|Nin

u
|

wu,v Poid d’un lien (u, v).
su Force de u, somme des poids des liens adjacents, su =P

v
wuv .

Description de réseaux - Nœuds/Liens

hki Degré moyen: Les réseaux réels sont clairsemé(sparse), i.e.,
typiquement le degré est petit par rapport au nombre de
nœuds: hki ⌧ n. Augmente lentement avec le nombre de
nœuds, e.g., d ⇠ log(m)

hki =
2m

n

d/d(G) Densité: Fraction des paires de nœuds connectées dansG.

d = L/Lmax

Chemins - Marches - Distance

Marche: Séquence de nœuds ou liens adjacents (e.g., �.�.�.�.� est une
marche valide)
Chemin: Une marche dans laquelle tous les nœuds sont distincts.
Longueur d’un chemin: nombre de liens traversés par un chemin
Longueur pondérée d’un chemin: Somme des poids des liens sur un
chemin
Plus court chemin: Le plus court chemin entre deux nœuds u, v est un
chemin de longueur minimale. Souvent, il n’y en a pas qu’un seul.
Plus court chemin pondéré: Chemin de plus court chemin pondéré.
`u,v : Distance: La distance entre les nœuds u, v est la longueur de plus
court chemin entre eux.

Description de réseaux - Chemins

`max Diametre: distancemaximale entre � nœuds du réseau.
h`i Distancemoyenne, i.e., moyenne des distances entre toutes

les paires de nœuds:

h`i =
1

n(n � 1)

X

i 6=j

dij

Distribution de degré

La distribution des degrés des nœuds est considéré une propriété impor-
tante. On cherche principalement à savoir si elle suit l’une de ces deux
formes :

• Courbe en cloche Distribution (Normale/Poisson/Binomiale)

• Sans-échelle(Scale-Free), aussi appelé longue-queue(long-tail) ou
Loi de puissance (Power-law)

Une courbe en cloche à une échelle, une valeur type: la taille des êtres hu-
mains, par exemple: la plupart des personnes ont une taille assez proches
de la valeurmoyenne. Une distribution sans échelle est di�érente, un exem-
ple est la richesse des individus: Une grande partie des valeurs sont faibles,
mais quelques valeurs sont extrêmement élevées. La moyenne n’est pas
du tout représentative de l’ensemble des valeurs.

sous-graphes

Sous-graphe H(W ) (Sous-graphe induit): ensemble des nœuds W du
grapheG = (V,E) et les liens qui les connectent dansG, i.e., sous-graphe
H(W ) = (W,E

0),W ⇢ V, (u, v) 2 E
0 () u, v 2 W ^ (u, v) 2 E

Clique: sous-graphe de densité �: d = 1
Triangle: clique de taille �
Composante connexe: un sous-graphe tels que tous les nœuds sont con-
nectés par un chemin, et pour lequel il n’y a pas de lien vers les autres
nœuds de réseau.
Composante fortement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on prend en compte les directions des liens.
Composante faiblement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on ne prend pas en compte les directions des liens



COEFFICIENT DE CLUSTERING

• Coefficient de clustering  ou fermeture transitive

• Les triangles sont considérés important dans un graphe
‣ Réseau social: les amis de mes amis sont mes amis
‣ Le nombre de triangle est très différent entre les réseaux aléatoires et les 

réseaux réels (en général)



CLUSTERING COEFFICIENT

Triangles

�u - Triades de u: nombre de triangles contenant le node u

� - Nombre de triangles dans le graphe� = 1
3

P
u2V

�u .

Chaque triangle dans le graphe est compté comme une triade une fois par chacun des nœuds

qui le compose.

�
max
u

- Potentiel de triangle de u: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister contenant u, étant donné son degré: �max

u
= ⌧(u) =

�
ki
2

�

�max - Potentiel de triangle de G: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister dans le graphe, étant donné sa distribution de degré. �max =
1
3

P
u2V

�
max(u)

Coe�cient de clustering

Le coe�cient de clustering est une mesure de la fermeture transitive
présente dans un graphe. La fermeture transitive est une notion qui viens de
l’analyse de réseaux sociaux, souvent résumée par l’aphorisme: Les amis de
mes amis sont mes amis. Plus les voisins des voisins d’un nœud n ont ten-
dance à être des voisins de n, plus le coe�cient de clustering est élevé.

Cu - Clustering coe�cient d’un nœud: densité du sous-graphe induit par
les voisins du nœud u,Cu = d(H(Nu). Aussi interprété comme la fraction
de tous les triangles possibles dansNu qui existent, �u

�max
u

hCi - Coe�cient de clustering moyen: Moyenne des coe�cients de
clustering de tous les nœuds du graphe, C̄ = 1

N

P
u2V

Cu .

Attention en interprétant cette valeur : les nœuds de faible degrés sont généralement majori-

taires dans les graphes réels, et leur valeur de clusteringC est très sensible, i.e., pour un nœud

u de degré �,Cu 2 0, 1, tandis que les nœuds de fort degré ont tendance à avoir des scores

plus contrastés.

C
g - Coe�cient de clustering global: Fraction de tous les triangles possi-

bles qui existent dans le graphe, Cg = �
�max

Réseau petit monde

Un réseau est dit petit monde(Small world) lorsqu’il a certaines propriétés
structurellesa . La dé�nition n’a pas vraiment de dé�nition quantitative, mais
correspond aux propriétés suivantes:

• La distancemoyenne doit être courte, i.e., de l’ordre de grandeur du
log du nombre de nœud: h`i ⇡ log(N)

• Le coe�cient de Clustering doit être grand, i.e., largement supérieur
à celui d’un graphe aléatoire de propriétés équivalente , e.g., Cg �
d, avec d la densité du graphe.

La propriété petit monde est considéré characteristique des réseaux réels,
par opposition aux réseaux aléatoires. On associe cette propriété à certaines
characteristiques du graphe (robustesse aux défaillances, circulation e�-
cace de l’information, etc.).

Attention: dans certains contextes, réseau petit monde peut désigner sim-
plement un réseau dont la distancemoyenne est courte, indépendemment
de son coe�cient de clustering.

aWatts and Strogatz ����.

cœurs et Shells

Beaucoup de réseaux réels sont connus pour avoir une structure dite en
cœur-périphérie, i.e., il y a un cœur qui est densément connecté et une
zone périphérique dont les nœuds sont faiblement connecté entre eux et
avec le cœur.
k-cœur: le k-cœur (cœur d’ordre k) du graphe G(V,E) est le plus grand
sous-graphe H(C) tel que tous ses nœuds ont au moins un degré k, i.e.,
8u 2 C, k

H

u
 k, avec k

H

u
le degré du nœud u dans le sous-grapheH .

coreness: Un nœud u a une coreness k s’il appartient au k-cœur mais pas
au k + 1-cœur.
c-shell: Tous les nœuds dont la coreness est exactement c.

Vocabulaire

Singleton: ou nœud isolé, nœud de degré nul k = 0
Hub: nœud u de large degré, i.e., ku � hki

Pont: nœud ou lien qui, s’il est enlevé, sépare le graphe en plusieurs com-
posantes connexes. Bout: un bout est un demi-lien, i.e., le lien (u, v) a un
bout connecté à u et un autre connecté à v.

Réseau complet: réseau où tous les liens possibles existe: L = Lmax

Réseau clairsemé (sparse): réseau ayant peu de lien, d ⌧ 1, L ⌧ Lmax

Graphe connecté: Graphe qui n’a qu’une seule composante connexe

� Réseaux en tant que matrices

Les matrices en quelques mots

Les matrices sont des objets mathématiques qui sont des tables de nom-
bres. La taille d’une matrice est exprimée commem⇥ n, pour une matrice
avecm lignes et n colonnes. l’ordre (ligne/colonne) est important.
Mij représente l’élément sur la ligne i et colonne j .

A - Matrice d’adjacence

La méthode la plus courante pour représenter un graphe par une matrice
consiste à créer une matrice d’adjacence A. C’est une matrice carrée dont
le nombre de lignes et de colonnes est égal au nombre de nœuds N du
graph. Les nœuds du graphe sont numérotés de � àN , et il y a un lien entre
les nœuds i et j si la valeur à la positionAij n’est pas 0.

• Une valeur sur la diagonale représente une boucle

• si le graphe est non dirigé, la matrice est symmétrique: Aij = Aji

pour tout i, j .

• Dans un graphe non pondéré, les liens sont représentés par la
valeur 1.

• Dans un graphe pondéré, la valeur Aij représente le poids du lien
(i, j)

Notation matricielle - Exemple

Graph

�

�

�
�

��

A - AdjacencyMat.

0

BBBBB@

0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0

1

CCCCCA



u Triangles=2

Triangles Possible = =6

=2/6=1/3
(4

2)
Cu

Liens: 2
Max liens: 4*3/2=6

=2/6=1/3Cu

Triangles

�u - Triades de u: nombre de triangles contenant le node u

� - Nombre de triangles dans le graphe� = 1
3

P
u2V

�u .

Chaque triangle dans le graphe est compté comme une triade une fois par chacun des nœuds

qui le compose.

�
max
u

- Potentiel de triangle de u: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister contenant u, étant donné son degré: �max

u
= ⌧(u) =

�
ki
2

�

�max - Potentiel de triangle de G: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister dans le graphe, étant donné sa distribution de degré. �max =
1
3

P
u2V

�
max(u)

Coe�cient de clustering

Le coe�cient de clustering est une mesure de la fermeture transitive
présente dans un graphe. La fermeture transitive est une notion qui viens de
l’analyse de réseaux sociaux, souvent résumée par l’aphorisme: Les amis de
mes amis sont mes amis. Plus les voisins des voisins d’un nœud n ont ten-
dance à être des voisins de n, plus le coe�cient de clustering est élevé.

Cu - Clustering coe�cient d’un nœud: densité du sous-graphe induit par
les voisins du nœud u,Cu = d(H(Nu). Aussi interprété comme la fraction
de tous les triangles possibles dansNu qui existent, �u

�max
u

hCi - Coe�cient de clustering moyen: Moyenne des coe�cients de
clustering de tous les nœuds du graphe, C̄ = 1

N

P
u2V

Cu .

Attention en interprétant cette valeur : les nœuds de faible degrés sont généralement majori-

taires dans les graphes réels, et leur valeur de clusteringC est très sensible, i.e., pour un nœud

u de degré �,Cu 2 0, 1, tandis que les nœuds de fort degré ont tendance à avoir des scores

plus contrastés.

C
g - Coe�cient de clustering global: Fraction de tous les triangles possi-

bles qui existent dans le graphe, Cg = �
�max

Réseau petit monde

Un réseau est dit petit monde(Small world) lorsqu’il a certaines propriétés
structurellesa . La dé�nition n’a pas vraiment de dé�nition quantitative, mais
correspond aux propriétés suivantes:

• La distancemoyenne doit être courte, i.e., de l’ordre de grandeur du
log du nombre de nœud: h`i ⇡ log(N)

• Le coe�cient de Clustering doit être grand, i.e., largement supérieur
à celui d’un graphe aléatoire de propriétés équivalente , e.g., Cg �
d, avec d la densité du graphe.

La propriété petit monde est considéré characteristique des réseaux réels,
par opposition aux réseaux aléatoires. On associe cette propriété à certaines
characteristiques du graphe (robustesse aux défaillances, circulation e�-
cace de l’information, etc.).

Attention: dans certains contextes, réseau petit monde peut désigner sim-
plement un réseau dont la distancemoyenne est courte, indépendemment
de son coe�cient de clustering.

aWatts and Strogatz ����.

cœurs et Shells

Beaucoup de réseaux réels sont connus pour avoir une structure dite en
cœur-périphérie, i.e., il y a un cœur qui est densément connecté et une
zone périphérique dont les nœuds sont faiblement connecté entre eux et
avec le cœur.
k-cœur: le k-cœur (cœur d’ordre k) du graphe G(V,E) est le plus grand
sous-graphe H(C) tel que tous ses nœuds ont au moins un degré k, i.e.,
8u 2 C, k

H

u
 k, avec k

H

u
le degré du nœud u dans le sous-grapheH .

coreness: Un nœud u a une coreness k s’il appartient au k-cœur mais pas
au k + 1-cœur.
c-shell: Tous les nœuds dont la coreness est exactement c.

Vocabulaire

Singleton: ou nœud isolé, nœud de degré nul k = 0
Hub: nœud u de large degré, i.e., ku � hki

Pont: nœud ou lien qui, s’il est enlevé, sépare le graphe en plusieurs com-
posantes connexes. Bout: un bout est un demi-lien, i.e., le lien (u, v) a un
bout connecté à u et un autre connecté à v.

Réseau complet: réseau où tous les liens possibles existe: L = Lmax

Réseau clairsemé (sparse): réseau ayant peu de lien, d ⌧ 1, L ⌧ Lmax

Graphe connecté: Graphe qui n’a qu’une seule composante connexe

� Réseaux en tant que matrices

Les matrices en quelques mots

Les matrices sont des objets mathématiques qui sont des tables de nom-
bres. La taille d’une matrice est exprimée commem⇥ n, pour une matrice
avecm lignes et n colonnes. l’ordre (ligne/colonne) est important.
Mij représente l’élément sur la ligne i et colonne j .

A - Matrice d’adjacence

La méthode la plus courante pour représenter un graphe par une matrice
consiste à créer une matrice d’adjacence A. C’est une matrice carrée dont
le nombre de lignes et de colonnes est égal au nombre de nœuds N du
graph. Les nœuds du graphe sont numérotés de � àN , et il y a un lien entre
les nœuds i et j si la valeur à la positionAij n’est pas 0.

• Une valeur sur la diagonale représente une boucle

• si le graphe est non dirigé, la matrice est symmétrique: Aij = Aji

pour tout i, j .

• Dans un graphe non pondéré, les liens sont représentés par la
valeur 1.

• Dans un graphe pondéré, la valeur Aij représente le poids du lien
(i, j)

Notation matricielle - Exemple

Graph

�

�

�
�

��

A - AdjacencyMat.

0

BBBBB@

0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0

1

CCCCCA



Triangles

�u - Triades de u: nombre de triangles contenant le node u

� - Nombre de triangles dans le graphe� = 1
3

P
u2V

�u .

Chaque triangle dans le graphe est compté comme une triade une fois par chacun des nœuds

qui le compose.

�
max
u

- Potentiel de triangle de u: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister contenant u, étant donné son degré: �max

u
= ⌧(u) =

�
ki
2

�

�max - Potentiel de triangle de G: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister dans le graphe, étant donné sa distribution de degré. �max =
1
3

P
u2V

�
max(u)

Coe�cient de clustering

Le coe�cient de clustering est une mesure de la fermeture transitive
présente dans un graphe. La fermeture transitive est une notion qui viens de
l’analyse de réseaux sociaux, souvent résumée par l’aphorisme: Les amis de
mes amis sont mes amis. Plus les voisins des voisins d’un nœud n ont ten-
dance à être des voisins de n, plus le coe�cient de clustering est élevé.

Cu - Clustering coe�cient d’un nœud: densité du sous-graphe induit par
les voisins du nœud u,Cu = d(H(Nu). Aussi interprété comme la fraction
de tous les triangles possibles dansNu qui existent, �u

�max
u

hCi - Coe�cient de clustering moyen: Moyenne des coe�cients de
clustering de tous les nœuds du graphe, C̄ = 1

N

P
u2V

Cu .

Attention en interprétant cette valeur : les nœuds de faible degrés sont généralement majori-

taires dans les graphes réels, et leur valeur de clusteringC est très sensible, i.e., pour un nœud

u de degré �,Cu 2 0, 1, tandis que les nœuds de fort degré ont tendance à avoir des scores

plus contrastés.

C
g - Coe�cient de clustering global: Fraction de tous les triangles possi-

bles qui existent dans le graphe, Cg = �
�max

Réseau petit monde

Un réseau est dit petit monde(Small world) lorsqu’il a certaines propriétés
structurellesa . La dé�nition n’a pas vraiment de dé�nition quantitative, mais
correspond aux propriétés suivantes:

• La distancemoyenne doit être courte, i.e., de l’ordre de grandeur du
log du nombre de nœud: h`i ⇡ log(N)

• Le coe�cient de Clustering doit être grand, i.e., largement supérieur
à celui d’un graphe aléatoire de propriétés équivalente , e.g., Cg �
d, avec d la densité du graphe.

La propriété petit monde est considéré characteristique des réseaux réels,
par opposition aux réseaux aléatoires. On associe cette propriété à certaines
characteristiques du graphe (robustesse aux défaillances, circulation e�-
cace de l’information, etc.).

Attention: dans certains contextes, réseau petit monde peut désigner sim-
plement un réseau dont la distancemoyenne est courte, indépendemment
de son coe�cient de clustering.

aWatts and Strogatz ����.

cœurs et Shells

Beaucoup de réseaux réels sont connus pour avoir une structure dite en
cœur-périphérie, i.e., il y a un cœur qui est densément connecté et une
zone périphérique dont les nœuds sont faiblement connecté entre eux et
avec le cœur.
k-cœur: le k-cœur (cœur d’ordre k) du graphe G(V,E) est le plus grand
sous-graphe H(C) tel que tous ses nœuds ont au moins un degré k, i.e.,
8u 2 C, k

H

u
 k, avec k

H

u
le degré du nœud u dans le sous-grapheH .

coreness: Un nœud u a une coreness k s’il appartient au k-cœur mais pas
au k + 1-cœur.
c-shell: Tous les nœuds dont la coreness est exactement c.

Vocabulaire

Singleton: ou nœud isolé, nœud de degré nul k = 0
Hub: nœud u de large degré, i.e., ku � hki

Pont: nœud ou lien qui, s’il est enlevé, sépare le graphe en plusieurs com-
posantes connexes. Bout: un bout est un demi-lien, i.e., le lien (u, v) a un
bout connecté à u et un autre connecté à v.

Réseau complet: réseau où tous les liens possibles existe: L = Lmax

Réseau clairsemé (sparse): réseau ayant peu de lien, d ⌧ 1, L ⌧ Lmax

Graphe connecté: Graphe qui n’a qu’une seule composante connexe

� Réseaux en tant que matrices

Les matrices en quelques mots

Les matrices sont des objets mathématiques qui sont des tables de nom-
bres. La taille d’une matrice est exprimée commem⇥ n, pour une matrice
avecm lignes et n colonnes. l’ordre (ligne/colonne) est important.
Mij représente l’élément sur la ligne i et colonne j .

A - Matrice d’adjacence

La méthode la plus courante pour représenter un graphe par une matrice
consiste à créer une matrice d’adjacence A. C’est une matrice carrée dont
le nombre de lignes et de colonnes est égal au nombre de nœuds N du
graph. Les nœuds du graphe sont numérotés de � àN , et il y a un lien entre
les nœuds i et j si la valeur à la positionAij n’est pas 0.

• Une valeur sur la diagonale représente une boucle

• si le graphe est non dirigé, la matrice est symmétrique: Aij = Aji

pour tout i, j .

• Dans un graphe non pondéré, les liens sont représentés par la
valeur 1.

• Dans un graphe pondéré, la valeur Aij représente le poids du lien
(i, j)

Notation matricielle - Exemple

Graph
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�
�

��

A - AdjacencyMat.

0

BBBBB@

0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0

1

CCCCCA



COEFFICIENT DE 
CLUSTERING

•  CC Global:
‣ Dans un réseau aléatoire, CC global = densité

- =>Très petit pour des grands graphes
‣ Facebook ego-networks: 0.6
‣ Twitter lists: 0.56
‣ California Road networks: 0.04
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� Network Basics

Networks: Graph notation
Graph notation : G = (V,E)
V set of vertices/nodes.
E set of edges/links.
u 2 V a node.
(u, v) 2 E an edge.

Types of networks
Simple graph: Edges can only exist or not exist between each pair of node.
Directed graph: Edges have a direction: (u, v) 2 V does not imply (v, u) 2
V

Weighted graph: A weight is associated to every edge.

Other types of graphs (multigraphs, multipartite, hypergraphs, etc.) are introduced in sheet ??

Network - Graph notation

Graph

�

�

�
�

��

Graph notation

G = (V,E)

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
E = {(0, 1), (0, 5), (0, 4),
(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5),

(5, 4), (4, 4), (2, 3)}

Counting nodes and edges

N/n size: number of nodes |V |.
L/m number of edges |E|
Lmax Maximum number of links

Undirected network:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)/2

Directed network:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)

Node-Edge description

Nu Neighbourhood of u, nodes sharing a link with u.
ku Degree of u, number of neighbors |Nu|.
N

out
u Successors of u, nodes such as (u, v) 2 E in a directed

graph
N

in
u Predecessors of u, nodes such as (v, u) 2 E in a directed

graph
k
out
u Out-degree of u, number of outgoing edges |Nout

u |.
k
in
u In-degree of u, number of incoming edges |Nin

u |
wu,v Weight of edge (u, v).
su Strength of u, sum of weights of adjacent edges, su =P

v wuv .

Network descriptors � - Nodes/Edges

hki Average degree: Real networks are sparse, i.e., typically
hki ⌧ n. Increases slowly with network size, e.g., d ⇠
log(m)

hki =
2m

n

d/d(G) Density: Fraction of pairs of nodes connected by an edge in
G.

d = L/Lmax

Paths - Walks - Distance
Walk: Sequences of adjacent edges or nodes (e.g., B.A.B.A.C.E is a valid
walk)
Path: a walk in which each node is distinct.
Path length: number of edges encountered in a path
Weighted Path length: Sum of the weights of edges on a path
Shortest path: The shortest path between nodes u, v is a path of minimal
path length. Often it is not unique.
Weighted Shortest path: path of minimal weighted path length.
`u,v : Distance: The distance between nodes u, v is the length of the short-
est path

Network descriptors � - Paths
`max Diameter: maximum distance between any pair of nodes.
h`i Average distance:

h`i =
1

n(n � 1)

X

i 6=j

dij

Degree distribution
The degree distribution is considered an important network property. They
can follow two typical distributions:

• Bell-curved shaped (Normal/Poisson/Binomial)

• Scale-free, also called long-tail or Power-law

A Bell-curved distribution has a typical scale: as human height, it is centered
on an average value. A Scale-free distribution has no typical scale: as hu-
manwealth, its average value is not representative, low values (degrees) are
the most frequent, while a few very large values can be found (hubs, large
degree nodes).

More details later.

Subgraphs
subgraph H(W ): subset of nodes W of a graph G = (V,E) and edges
connecting them in G, i.e., subgraph H(W ) = (W,E

0),W ⇢ V, (u, v) 2
E

0 () u, v 2 W ^ (u, v) 2 E

Clique: subgraph with d = 1
Triangle: clique of size �
Connected component: a subgraph in which any two vertices are con-
nected to each other by paths, and which is connected to no additional ver-
tices in the supergraph
StronglyConnectedcomponent: In directed networks, a subgraph inwhich
any two vertices are connected to each other by paths
Weakly Connected component: In directed networks, a subgraph in which
any two vertices are connected to each other by paths if we disregard di-
rections
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Notation graphe

G = (V,E)

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
E = {(1, 2), (1, 6),

(1, 5), (2, 4), (2, 3), (2, 5),

(2, 6), (6, 5), (5, 5), (4, 3)}

Types de réseaux

Réseaux simples: Les liens peuvent soit exister, soit ne pas exister entre les
nœuds. Il n’y a pas de boucles (liens d’un nœud vers lui-même.
Graphe dirigé:Les liens ont une direction: (u, v) 2 V n’implique pas
(v, u) 2 V

Graphespondérés: Un poid est associé à chaque lien, pour indiquer sa force
par exemple.

D’autres types de graphes existent (multigraphes, multipartite, hypergraphes, etc.)

Compter les nœuds et les liens

N/n taille: nombre de nœuds |V |.
L/m nombre de liens |E|
Lmax Nombre maximal de liens

Réseaux non-dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)/2

Réseaux dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)

Description des nœuds/liens

Nu Voisins de u, nœuds qui partagent un lien avec u.
ku Degré de u, nombre de voisins |Nu|.
N

out

u
Successeurs de u, nœueds tels que (u, v) 2 E dans un
graph dirigé

N
in

u
Prédécesseurs de u, nœuds tels que (v, u) 2 E dans un
graphe dirigé

k
out

u
Degré sortant de u, Nombre de liens dont u est l’origine
|Nout

u
|.

k
in

u
Degréentrantdeu, nombre de liens qui ont pour destination
|Nin

u
|

wu,v Poid d’un lien (u, v).
su Force de u, somme des poids des liens adjacents, su =P

v
wuv .

Description de réseaux - Nœuds/Liens

hki Degré moyen: Les réseaux réels sont clairsemé(sparse), i.e.,
typiquement le degré est petit par rapport au nombre de
nœuds: hki ⌧ n. Augmente lentement avec le nombre de
nœuds, e.g., d ⇠ log(m)

hki =
2m

n

d/d(G) Densité: Fraction des paires de nœuds connectées dansG.

d = L/Lmax

Chemins - Marches - Distance

Marche: Séquence de nœuds ou liens adjacents (e.g., �.�.�.�.� est une
marche valide)
Chemin: Une marche dans laquelle tous les nœuds sont distincts.
Longueur d’un chemin: nombre de liens traversés par un chemin
Longueur pondérée d’un chemin: Somme des poids des liens sur un
chemin
Plus court chemin: Le plus court chemin entre deux nœuds u, v est un
chemin de longueur minimale. Souvent, il n’y en a pas qu’un seul.
Plus court chemin pondéré: Chemin de plus court chemin pondéré.
`u,v : Distance: La distance entre les nœuds u, v est la longueur de plus
court chemin entre eux.

Description de réseaux - Chemins

`max Diametre: distancemaximale entre � nœuds du réseau.
h`i Distancemoyenne, i.e., moyenne des distances entre toutes

les paires de nœuds:

h`i =
1

n(n � 1)

X

i 6=j

dij

Distribution de degré

La distribution des degrés des nœuds est considéré une propriété impor-
tante. On cherche principalement à savoir si elle suit l’une de ces deux
formes :

• Courbe en cloche Distribution (Normale/Poisson/Binomiale)

• Sans-échelle(Scale-Free), aussi appelé longue-queue(long-tail) ou
Loi de puissance (Power-law)

Une courbe en cloche à une échelle, une valeur type: la taille des êtres hu-
mains, par exemple: la plupart des personnes ont une taille assez proches
de la valeurmoyenne. Une distribution sans échelle est di�érente, un exem-
ple est la richesse des individus: Une grande partie des valeurs sont faibles,
mais quelques valeurs sont extrêmement élevées. La moyenne n’est pas
du tout représentative de l’ensemble des valeurs.

sous-graphes

Sous-graphe H(W ) (Sous-graphe induit): ensemble des nœuds W du
grapheG = (V,E) et les liens qui les connectent dansG, i.e., sous-graphe
H(W ) = (W,E

0),W ⇢ V, (u, v) 2 E
0 () u, v 2 W ^ (u, v) 2 E

Clique: sous-graphe de densité �: d = 1
Triangle: clique de taille �
Composante connexe: un sous-graphe tels que tous les nœuds sont con-
nectés par un chemin, et pour lequel il n’y a pas de lien vers les autres
nœuds de réseau.
Composante fortement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on prend en compte les directions des liens.
Composante faiblement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on ne prend pas en compte les directions des liens



Science des Réseaux
Un résumé

Proposé par
Rémy Cazabet

� Dé�nition et Vocabulaire

Réseaux : notation graphe

Notation graphe : G = (V,E)
V Ensemble de nœuds/Vertex.
E Ensemble de liens
u 2 V un nœud.
(u, v) 2 E un lien.

Réseaux : notation graphe

Graphe

�

�

�
�

��

Notation graphe

G = (V,E)

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
E = {(1, 2), (1, 6),

(1, 5), (2, 4), (2, 3), (2, 5),

(2, 6), (6, 5), (5, 5), (4, 3)}

Types de réseaux

Réseaux simples: Les liens peuvent soit exister, soit ne pas exister entre les
nœuds. Il n’y a pas de boucles (liens d’un nœud vers lui-même.
Graphe dirigé:Les liens ont une direction: (u, v) 2 V n’implique pas
(v, u) 2 V

Graphespondérés: Un poid est associé à chaque lien, pour indiquer sa force
par exemple.

D’autres types de graphes existent (multigraphes, multipartite, hypergraphes, etc.)

Compter les nœuds et les liens

N/n taille: nombre de nœuds |V |.
L/m nombre de liens |E|
Lmax Nombre maximal de liens

Réseaux non-dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)/2

Réseaux dirigés:
⇣
N

2

⌘
= N(N � 1)

Description des nœuds/liens

Nu Voisins de u, nœuds qui partagent un lien avec u.
ku Degré de u, nombre de voisins |Nu|.
N

out

u
Successeurs de u, nœueds tels que (u, v) 2 E dans un
graph dirigé

N
in

u
Prédécesseurs de u, nœuds tels que (v, u) 2 E dans un
graphe dirigé

k
out

u
Degré sortant de u, Nombre de liens dont u est l’origine
|Nout

u
|.

k
in

u
Degréentrantdeu, nombre de liens qui ont pour destination
|Nin

u
|

wu,v Poid d’un lien (u, v).
su Force de u, somme des poids des liens adjacents, su =P

v
wuv .

Description de réseaux - Nœuds/Liens

hki Degré moyen: Les réseaux réels sont clairsemé(sparse), i.e.,
typiquement le degré est petit par rapport au nombre de
nœuds: hki ⌧ n. Augmente lentement avec le nombre de
nœuds, e.g., d ⇠ log(m)

hki =
2m

n

d/d(G) Densité: Fraction des paires de nœuds connectées dansG.

d = L/Lmax

Chemins - Marches - Distance

Marche: Séquence de nœuds ou liens adjacents (e.g., �.�.�.�.� est une
marche valide)
Chemin: Une marche dans laquelle tous les nœuds sont distincts.
Longueur d’un chemin: nombre de liens traversés par un chemin
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Distribution de degré

La distribution des degrés des nœuds est considéré une propriété impor-
tante. On cherche principalement à savoir si elle suit l’une de ces deux
formes :

• Courbe en cloche Distribution (Normale/Poisson/Binomiale)

• Sans-échelle(Scale-Free), aussi appelé longue-queue(long-tail) ou
Loi de puissance (Power-law)

Une courbe en cloche à une échelle, une valeur type: la taille des êtres hu-
mains, par exemple: la plupart des personnes ont une taille assez proches
de la valeurmoyenne. Une distribution sans échelle est di�érente, un exem-
ple est la richesse des individus: Une grande partie des valeurs sont faibles,
mais quelques valeurs sont extrêmement élevées. La moyenne n’est pas
du tout représentative de l’ensemble des valeurs.

sous-graphes

Sous-graphe H(W ) (Sous-graphe induit): ensemble des nœuds W du
grapheG = (V,E) et les liens qui les connectent dansG, i.e., sous-graphe
H(W ) = (W,E

0),W ⇢ V, (u, v) 2 E
0 () u, v 2 W ^ (u, v) 2 E

Clique: sous-graphe de densité �: d = 1
Triangle: clique de taille �
Composante connexe: un sous-graphe tels que tous les nœuds sont con-
nectés par un chemin, et pour lequel il n’y a pas de lien vers les autres
nœuds de réseau.
Composante fortement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on prend en compte les directions des liens.
Composante faiblement connexe: Dans un graphe dirigé, une composante
connexe si l’on ne prend pas en compte les directions des liens



DISTANCE MOYENNE

• Les “6 degrés de séparation” (Expérience de Milgram)
‣ Voir slides suivant

• Indique si le graphe est en “sac de nœuds”, ou s’il est étiré 
(“filaments”, moustaches…)



EXPÉRIENCE DE MILGRAM

• Expériences du petit monde (60’s)
‣ Donner une enveloppe à des individus pris 

au hasard
‣ Demander de l’envoyer à une personne 

qu’ils ne connaissent pas
- A partir d’information (genre, age, métier)

‣ Ils font transiter par des connaissances

• Résultats: en moyenne, 6 “sauts” 
avant d’arriver



EXPÉRIENCE DE MILGRAM

• Plusieurs critiques possibles
‣ Certains courriers ne sont jamais arrivés
‣ Nombre assez faible de participants
‣ …

• Plus récemment, possibilité de tester sur de grands réseaux en 
ligne:
‣ MSN messenger
‣ Facebook
‣ Etc.
‣ …



Facebook

EXPÉRIENCE DE MILGRAM



SMALL WORLD

Triangles

�u - Triades de u: nombre de triangles contenant le node u

� - Nombre de triangles dans le graphe� = 1
3

P
u2V

�u .

Chaque triangle dans le graphe est compté comme une triade une fois par chacun des nœuds

qui le compose.

�
max
u

- Potentiel de triangle de u: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister contenant u, étant donné son degré: �max

u
= ⌧(u) =

�
ki
2

�

�max - Potentiel de triangle de G: Nombre maximal de triangles qui peu-
vent exister dans le graphe, étant donné sa distribution de degré. �max =
1
3

P
u2V

�
max(u)

Coe�cient de clustering

Le coe�cient de clustering est une mesure de la fermeture transitive
présente dans un graphe. La fermeture transitive est une notion qui viens de
l’analyse de réseaux sociaux, souvent résumée par l’aphorisme: Les amis de
mes amis sont mes amis. Plus les voisins des voisins d’un nœud n ont ten-
dance à être des voisins de n, plus le coe�cient de clustering est élevé.

Cu - Clustering coe�cient d’un nœud: densité du sous-graphe induit par
les voisins du nœud u,Cu = d(H(Nu). Aussi interprété comme la fraction
de tous les triangles possibles dansNu qui existent, �u

�max
u

hCi - Coe�cient de clustering moyen: Moyenne des coe�cients de
clustering de tous les nœuds du graphe, C̄ = 1

N

P
u2V

Cu .

Attention en interprétant cette valeur : les nœuds de faible degrés sont généralement majori-

taires dans les graphes réels, et leur valeur de clusteringC est très sensible, i.e., pour un nœud

u de degré �,Cu 2 0, 1, tandis que les nœuds de fort degré ont tendance à avoir des scores

plus contrastés.

C
g - Coe�cient de clustering global: Fraction de tous les triangles possi-

bles qui existent dans le graphe, Cg = �
�max

Réseau petit monde

Un réseau est dit petit monde(Small world) lorsqu’il a certaines propriétés
structurellesa . La dé�nition n’a pas vraiment de dé�nition quantitative, mais
correspond aux propriétés suivantes:

• La distancemoyenne doit être courte, i.e., de l’ordre de grandeur du
log du nombre de nœud: h`i ⇡ log(N)

• Le coe�cient de Clustering doit être grand, i.e., largement supérieur
à celui d’un graphe aléatoire de propriétés équivalente , e.g., Cg �
d, avec d la densité du graphe.

La propriété petit monde est considéré characteristique des réseaux réels,
par opposition aux réseaux aléatoires. On associe cette propriété à certaines
characteristiques du graphe (robustesse aux défaillances, circulation e�-
cace de l’information, etc.).

Attention: dans certains contextes, réseau petit monde peut désigner sim-
plement un réseau dont la distancemoyenne est courte, indépendemment
de son coe�cient de clustering.

aWatts and Strogatz ����.

cœurs et Shells

Beaucoup de réseaux réels sont connus pour avoir une structure dite en
cœur-périphérie, i.e., il y a un cœur qui est densément connecté et une
zone périphérique dont les nœuds sont faiblement connecté entre eux et
avec le cœur.
k-cœur: le k-cœur (cœur d’ordre k) du graphe G(V,E) est le plus grand
sous-graphe H(C) tel que tous ses nœuds ont au moins un degré k, i.e.,
8u 2 C, k

H

u
 k, avec k

H

u
le degré du nœud u dans le sous-grapheH .

coreness: Un nœud u a une coreness k s’il appartient au k-cœur mais pas
au k + 1-cœur.
c-shell: Tous les nœuds dont la coreness est exactement c.

Vocabulaire

Singleton: ou nœud isolé, nœud de degré nul k = 0
Hub: nœud u de large degré, i.e., ku � hki

Pont: nœud ou lien qui, s’il est enlevé, sépare le graphe en plusieurs com-
posantes connexes. Bout: un bout est un demi-lien, i.e., le lien (u, v) a un
bout connecté à u et un autre connecté à v.

Réseau complet: réseau où tous les liens possibles existe: L = Lmax

Réseau clairsemé (sparse): réseau ayant peu de lien, d ⌧ 1, L ⌧ Lmax

Graphe connecté: Graphe qui n’a qu’une seule composante connexe

� Réseaux en tant que matrices

Les matrices en quelques mots

Les matrices sont des objets mathématiques qui sont des tables de nom-
bres. La taille d’une matrice est exprimée commem⇥ n, pour une matrice
avecm lignes et n colonnes. l’ordre (ligne/colonne) est important.
Mij représente l’élément sur la ligne i et colonne j .

A - Matrice d’adjacence

La méthode la plus courante pour représenter un graphe par une matrice
consiste à créer une matrice d’adjacence A. C’est une matrice carrée dont
le nombre de lignes et de colonnes est égal au nombre de nœuds N du
graph. Les nœuds du graphe sont numérotés de � àN , et il y a un lien entre
les nœuds i et j si la valeur à la positionAij n’est pas 0.

• Une valeur sur la diagonale représente une boucle

• si le graphe est non dirigé, la matrice est symmétrique: Aij = Aji

pour tout i, j .

• Dans un graphe non pondéré, les liens sont représentés par la
valeur 1.

• Dans un graphe pondéré, la valeur Aij représente le poids du lien
(i, j)

Notation matricielle - Exemple

Graph

�

�

�
�

��

A - AdjacencyMat.

0

BBBBB@

0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0

1

CCCCCA



EXAMPLE D’ANALYSE DE 
GRAPHES

• Source: [The Anatomy of the Facebook Social Graph, Ugander 
et al. 2011]

• Le réseau “d’amis” Facebook  2011



EXAMPLE D’ANALYSE DE 
GRAPHES

• 721M d’utilisateurs (nœuds) (actifs au cours des 28 derniers 
jours)

• 68 Milliards de liens

• Degré moyen: 190

• Degré médian: 99

• Composante connexe principale : 99.91%



Beaucoup de mes amis 
ont le même 

Nombre d’amis que 
moi…



Homophily en fonction 
de l’âge



Mesures de 
centralité



NŒUDS

• L’importance des nœuds se mesure avec des centralités. 

• Attention: pas forcément être “au centre” du graphe

• Usage:
‣ La plupart ont une interprétation claire
‣ Certaines peuvent être utilisées par exemple pour du Machine learning (Prédire 

la réussite ou l’échec d’un politicien en fonction de sa position dans le 
réseau…)



DEGRÉ
• Degré: Combien de voisins

• Souvent suffisant pour trouver les nœuds importants
‣ Les personnages principaux d’une série sont ceux qui parlent le plus
‣ Les aéroports les plus importants ont le plus de connexions
‣ …

• Mais pas toujours
‣ Les utilisateurs de Facebook avec le plus de contacts sont souvent des 

spammeurs
‣ Les pages webs/Wikipedia avec le plus de liens sortants sont souvent de bêtes 

listes de pages. Les liens entrants sont facile à truquer via d’autres sites.
‣ …



CLUSTERING COEFFICIENT

u Triangles=2

Possible triangles= =6

=2/6=1/3
(4

2)
Cu

Clustering Coe�cents - Triadic closure
The clustering coe�cient is ameasure of the triadic closure of a network of a
node neighborhood. The triadic closure is a notion coming from social net-
work analysis, often summarized by the aphorism The friends of my friends

are my friends.

Cu - Node clustering coe�cient: density of the subgraph induced by the
neighborhood of u, Cu = d(H(Nu). Also interpreted as the fraction of all
possible triangles inNu that exist, �u

�max
u

hCi - Average clustering coe�cient: Average clustering coe�cient of all
nodes in the graph, C̄ =

P
u2V Cu .

Be careful when interpreting this value, since all nodes con-
tributes equally, irrespectively of their degree, and that low
degree nodes tend to be much more frequent than hubs,
and their C value is very sensitive, i.e., for a node u of de-
gree �, Cu 2 0, 1, while nodes of higher degrees tend to
have more contrasted scores.

C
g - Global clustering coe�cient: Fraction of all possible triangles in the

graph that do exist, Cg = 3�
�max

� Node centrality

Node centrality indices
(Node structural indexes)
Node centrality indices re�ect how a node is characteristic of a given struc-
tural property. This is often summarized as a measure of the node impor-

tance, however importance and centrality are subjective/qualitative notions.
Thus a centrality, despite its name, do not necessarily measure how central

a node is, but rather how its position in the graph is typical of the property
captured by this index.

Centralities - Example

(a) Degree (b) Clustering Coe�cent

(c) Closeness (d) Harmonic Centrality

(e) Betweenness Centrality (f) Katz Centrality

(g) Eigenvector Centrality (h) PageRank

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasure how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness:
Farness: Average distance to all other nodes in the graph

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes. Its interpretation is the same as
the closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

in which (A`
vu means the number of paths of length ` from v to u. Note that

in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote mecha-
nism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u quickly,
and not that u can reach many nodes quickly.

Edges: 2
Max edges: 4*3/2=6

=2/6=1/3Cu



FARNESS, CLOSENESS
HARMONIC CENTRALITY



FARNESS, CLOSENESS

• Est-ce que le nœud est proche des autres, en moyenne.

• Parallèle avec le barycentre d’une figure:
‣ Le barycentre d’une figure (centre d’une cercle) est le point le plus proche en 

moyenne de tous les autres points de la figure.



FARNESS, CLOSENESS

Science des Réseaux
Un résumé

Proposé par
Rémy Cazabet

� Indices structurels

Indices structurels de nœuds

Les indices structurels de nœuds, souvent appelés centralité, mesurent
à quel point un nœud occupe un certain type de position dans la struc-
ture du graphe. Cette notion est parfois résumée comme une mesure de
l’importance des nœuds, cependant importance et la notion d’être central
sont des notions subjectives. Une centralité, malgré son nom, ne mesure
donc pas forcément à quel point le nœud est central ou important, mais
plutôt à quel point sa position est représentative du type de positionmesuré
par cette centralité.

Centralité de degré

La centralité de degré est l’une des plus utilisés. Elle peut souvent être inter-
prétée comme une mesure de popularité, e.g., plus j’ai de relations, d’amis
dans un réseau social, le plus important je suis dans ce réseau.

Centralité de proximité / Harmonique

La centralité de proximité (closeness) d’un nœud mesure à quel point il est
proche de tous les autres nœuds. Pour interpréter ce score, un parallele
peut être fait avec la position d’un point dans un cercle: le point qui est le
plus proche de tous les autres points du cercle est son centre. Le nœud de
plus grande closeness est l’équivalent pour ce graphe du centre pour un
cercle. Formellement, le plus simple est de le dé�nir comme l’inverser de
la farness.

Farness: Distance moyenne à tous les nœuds du graphe.

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse de la farness

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Centralité Harmonique: Une variante de la closeness dé�nie comme la
moyenne des inverses des distances à tous les autres nœuds (moyenne
harmonique). Cette mesure est dé�nie même sur des graphes non con-
nexes, à condition de dé�nir 1

1 = 0. Son interprétation est la même que la
Closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Coe�cient de Clustering

Ce score, déjà dé�ni, mesure la fermeture transitive d’un nœud. Un score
élevé est souvent interprété comme un nœud qui appartient fortement à
une et une seule communauté (les amis de mes amis sont mes amis, car
nous appartenons tous aumême groupe). Un score faible peut signi�er que
le nœud joue le rôle de pont: il n’y a pas de connections entre mes amis car
ils appartiennent à des cercles sociaux di�érents.

Centralité - exemples

(a) Degré (b) Coe�cient de clustering

(c) Closeness (d) Centralité Harmonique

(e) Centralité d’intermédiarité (f) Centralité de Katz

(g) Centralité valeurs propres (h) PageRank

Centralité de Katz

La centralité de Katz est considérée comme une mesure du potentiel
d’in�uence du nœud. Pour un nœud u, elle est dé�nie comme la somme,
pour tous les marches de distance `, du nombre de nœuds situés à une
distance exactement ` de u, diminuté d’un facteur décroissant rapidement
lorsque ` augmente. L’intuition est que, plus le nombre de nœuds qui peu-
vent être atteind en un faible nombre de sauts est grand, plus la valeur est
élevée. Plus formellement, elle est dé�nie comme:

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

avec A
`

vu
le nombre de marches de longueur ` de v à u, et ↵ <

1
�i

un
paramètre plus petit que la plus grande valeur propre deA, Ce qui permet
de calculer ce score en forme matriciel:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Notons que dnas un graphe dirigé, la centralité de Katz doit être interprété
comme un mécanisme de vote: une centralité plus importante de u signi-
�e que plus de nœuds peuvent atteindre u rapidement, et non que u peut
atteindre de nombreux nœuds rapidement.

Centralité d’intermédiarité

La centralité d’intermédiarité (betweenness) mesure à quel point le nœud
joue le rôle de pont, d’intermédiaire. Plus le score est haut, plus le nœud
est essentiel au déplacement rapide dans le graphe.Plus formellement, la
betweenness de u est dé�nie comme la fractions de tous les plus courts
chemins entre toutes les paires de nœuds du graphe (sauf u) qui passent
par u. Par conséquent, si nous enlevons un nœud de betweenness élevé,
de nombreux plus courts chemins vont devenir plus long, et donc la circu-
lation dans le graphe sera plus di�cile. Un cas extrême est celui d’un nœud
qui est le seul point de passage entre deux groupes de nœuds: si on le re-
tire, la circulation n’est plus du tout possible entre certains sous-graphes.
Ces nœuds ont donc tendance à avoir un score de betweenness très élevé.
Elle est dé�nie comme:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

avec �st le nombre de plus court chemins entre s et t et �st(v) le nombre
de ces chemins qui passent par le nœud v.
La betweenness tend à augmenter avec la taille du graphe. Une version no-
ramlisée peut être obtenue en divisant par le nombre de paires de nœuds,
pour un graphe dirigé: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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which is the maximal score in the network, but one other vertex has the same closeness (which
one?). Its harmonic centrality is 0.6212 . . . , which is the second largest value (what is the largest?).
The minimal scores are 0.316 (closeness) and 0.417 (harmonic), which illustrates the narrow range
of variation of closeness (less than a factor of 2). (Do you see which vertex produces these scores?)

Applying the harmonic centrality calculation to the karate club network yields the figure on the
next page (with circle size scaled to be proportional to the score). The small size of this network
tends to compress the centrality scores into a narrow range. Comparing the harmonic scores to
degrees, we observe several di↵erences. For instance, the centrality of vertex 17, the only vertex in
group 1 that does not connect to the hub vertex 1, is lower than that of vertex 12, which has the
lowest degree but connects to the high-degree vertex 1. And, vertex 3 has a harmonic centrality
close to that of the main hubs 1 and 34, by virtue of it being “between” the two groups and thus
having short paths to all members of each.
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Relationship to degree-based centralities

In fact, degree-based centrality measures are related to geodesic-based measures like closeness and
harmonic centrality, although they do emphasize di↵erent aspects of network structure. For in-
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20
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1=tous les nœuds sont à distance 1
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� Indices structurels

Indices structurels de nœuds

Les indices structurels de nœuds, souvent appelés centralité, mesurent
à quel point un nœud occupe un certain type de position dans la struc-
ture du graphe. Cette notion est parfois résumée comme une mesure de
l’importance des nœuds, cependant importance et la notion d’être central
sont des notions subjectives. Une centralité, malgré son nom, ne mesure
donc pas forcément à quel point le nœud est central ou important, mais
plutôt à quel point sa position est représentative du type de positionmesuré
par cette centralité.

Centralité de degré

La centralité de degré est l’une des plus utilisés. Elle peut souvent être inter-
prétée comme une mesure de popularité, e.g., plus j’ai de relations, d’amis
dans un réseau social, le plus important je suis dans ce réseau.

Centralité de proximité / Harmonique

La centralité de proximité (closeness) d’un nœud mesure à quel point il est
proche de tous les autres nœuds. Pour interpréter ce score, un parallele
peut être fait avec la position d’un point dans un cercle: le point qui est le
plus proche de tous les autres points du cercle est son centre. Le nœud de
plus grande closeness est l’équivalent pour ce graphe du centre pour un
cercle. Formellement, le plus simple est de le dé�nir comme l’inverser de
la farness.

Farness: Distance moyenne à tous les nœuds du graphe.

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse de la farness

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Centralité Harmonique: Une variante de la closeness dé�nie comme la
moyenne des inverses des distances à tous les autres nœuds (moyenne
harmonique). Cette mesure est dé�nie même sur des graphes non con-
nexes, à condition de dé�nir 1

1 = 0. Son interprétation est la même que la
Closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Coe�cient de Clustering

Ce score, déjà dé�ni, mesure la fermeture transitive d’un nœud. Un score
élevé est souvent interprété comme un nœud qui appartient fortement à
une et une seule communauté (les amis de mes amis sont mes amis, car
nous appartenons tous aumême groupe). Un score faible peut signi�er que
le nœud joue le rôle de pont: il n’y a pas de connections entre mes amis car
ils appartiennent à des cercles sociaux di�érents.

Centralité - exemples

(a) Degré (b) Coe�cient de clustering

(c) Closeness (d) Centralité Harmonique

(e) Centralité d’intermédiarité (f) Centralité de Katz

(g) Centralité valeurs propres (h) PageRank

Centralité de Katz

La centralité de Katz est considérée comme une mesure du potentiel
d’in�uence du nœud. Pour un nœud u, elle est dé�nie comme la somme,
pour tous les marches de distance `, du nombre de nœuds situés à une
distance exactement ` de u, diminuté d’un facteur décroissant rapidement
lorsque ` augmente. L’intuition est que, plus le nombre de nœuds qui peu-
vent être atteind en un faible nombre de sauts est grand, plus la valeur est
élevée. Plus formellement, elle est dé�nie comme:

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

avec A
`

vu
le nombre de marches de longueur ` de v à u, et ↵ <

1
�i

un
paramètre plus petit que la plus grande valeur propre deA, Ce qui permet
de calculer ce score en forme matriciel:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Notons que dnas un graphe dirigé, la centralité de Katz doit être interprété
comme un mécanisme de vote: une centralité plus importante de u signi-
�e que plus de nœuds peuvent atteindre u rapidement, et non que u peut
atteindre de nombreux nœuds rapidement.

Centralité d’intermédiarité

La centralité d’intermédiarité (betweenness) mesure à quel point le nœud
joue le rôle de pont, d’intermédiaire. Plus le score est haut, plus le nœud
est essentiel au déplacement rapide dans le graphe.Plus formellement, la
betweenness de u est dé�nie comme la fractions de tous les plus courts
chemins entre toutes les paires de nœuds du graphe (sauf u) qui passent
par u. Par conséquent, si nous enlevons un nœud de betweenness élevé,
de nombreux plus courts chemins vont devenir plus long, et donc la circu-
lation dans le graphe sera plus di�cile. Un cas extrême est celui d’un nœud
qui est le seul point de passage entre deux groupes de nœuds: si on le re-
tire, la circulation n’est plus du tout possible entre certains sous-graphes.
Ces nœuds ont donc tendance à avoir un score de betweenness très élevé.
Elle est dé�nie comme:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

avec �st le nombre de plus court chemins entre s et t et �st(v) le nombre
de ces chemins qui passent par le nœud v.
La betweenness tend à augmenter avec la taille du graphe. Une version no-
ramlisée peut être obtenue en divisant par le nombre de paires de nœuds,
pour un graphe dirigé: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .



BETWEENNESS CENTRALITY

• Mesure à quel point le nœud joue le rôle d’un pont

• Betweenness de u: fraction de tous les plus courts chemins 
entre tous les nœuds qui passent par u

Centralité d’intermédiarité
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� Indices structurels

Indices structurels de nœuds

Les indices structurels de nœuds, souvent appelés centralité, mesurent
à quel point un nœud occupe un certain type de position dans la struc-
ture du graphe. Cette notion est parfois résumée comme une mesure de
l’importance des nœuds, cependant importance et la notion d’être central
sont des notions subjectives. Une centralité, malgré son nom, ne mesure
donc pas forcément à quel point le nœud est central ou important, mais
plutôt à quel point sa position est représentative du type de positionmesuré
par cette centralité.

Centralité de degré

La centralité de degré est l’une des plus utilisés. Elle peut souvent être inter-
prétée comme une mesure de popularité, e.g., plus j’ai de relations, d’amis
dans un réseau social, le plus important je suis dans ce réseau.

Centralité de proximité / Harmonique

La centralité de proximité (closeness) d’un nœud mesure à quel point il est
proche de tous les autres nœuds. Pour interpréter ce score, un parallele
peut être fait avec la position d’un point dans un cercle: le point qui est le
plus proche de tous les autres points du cercle est son centre. Le nœud de
plus grande closeness est l’équivalent pour ce graphe du centre pour un
cercle. Formellement, le plus simple est de le dé�nir comme l’inverser de
la farness.

Farness: Distance moyenne à tous les nœuds du graphe.

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse de la farness

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Centralité Harmonique: Une variante de la closeness dé�nie comme la
moyenne des inverses des distances à tous les autres nœuds (moyenne
harmonique). Cette mesure est dé�nie même sur des graphes non con-
nexes, à condition de dé�nir 1

1 = 0. Son interprétation est la même que la
Closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Coe�cient de Clustering

Ce score, déjà dé�ni, mesure la fermeture transitive d’un nœud. Un score
élevé est souvent interprété comme un nœud qui appartient fortement à
une et une seule communauté (les amis de mes amis sont mes amis, car
nous appartenons tous aumême groupe). Un score faible peut signi�er que
le nœud joue le rôle de pont: il n’y a pas de connections entre mes amis car
ils appartiennent à des cercles sociaux di�érents.

Centralité - exemples

(a) Degré (b) Coe�cient de clustering

(c) Closeness (d) Centralité Harmonique

(e) Centralité d’intermédiarité (f) Centralité de Katz

(g) Centralité valeurs propres (h) PageRank

Centralité de Katz

La centralité de Katz est considérée comme une mesure du potentiel
d’in�uence du nœud. Pour un nœud u, elle est dé�nie comme la somme,
pour tous les marches de distance `, du nombre de nœuds situés à une
distance exactement ` de u, diminuté d’un facteur décroissant rapidement
lorsque ` augmente. L’intuition est que, plus le nombre de nœuds qui peu-
vent être atteind en un faible nombre de sauts est grand, plus la valeur est
élevée. Plus formellement, elle est dé�nie comme:

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

avec A
`

vu
le nombre de marches de longueur ` de v à u, et ↵ <

1
�i

un
paramètre plus petit que la plus grande valeur propre deA, Ce qui permet
de calculer ce score en forme matriciel:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Notons que dnas un graphe dirigé, la centralité de Katz doit être interprété
comme un mécanisme de vote: une centralité plus importante de u signi-
�e que plus de nœuds peuvent atteindre u rapidement, et non que u peut
atteindre de nombreux nœuds rapidement.

Centralité d’intermédiarité

La centralité d’intermédiarité (betweenness) mesure à quel point le nœud
joue le rôle de pont, d’intermédiaire. Plus le score est haut, plus le nœud
est essentiel au déplacement rapide dans le graphe.Plus formellement, la
betweenness de u est dé�nie comme la fractions de tous les plus courts
chemins entre toutes les paires de nœuds du graphe (sauf u) qui passent
par u. Par conséquent, si nous enlevons un nœud de betweenness élevé,
de nombreux plus courts chemins vont devenir plus long, et donc la circu-
lation dans le graphe sera plus di�cile. Un cas extrême est celui d’un nœud
qui est le seul point de passage entre deux groupes de nœuds: si on le re-
tire, la circulation n’est plus du tout possible entre certains sous-graphes.
Ces nœuds ont donc tendance à avoir un score de betweenness très élevé.
Elle est dé�nie comme:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

avec �st le nombre de plus court chemins entre s et t et �st(v) le nombre
de ces chemins qui passent par le nœud v.
La betweenness tend à augmenter avec la taille du graphe. Une version no-
ramlisée peut être obtenue en divisant par le nombre de paires de nœuds,
pour un graphe dirigé: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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which is the maximal score in the network, but one other vertex has the same closeness (which
one?). Its harmonic centrality is 0.6212 . . . , which is the second largest value (what is the largest?).
The minimal scores are 0.316 (closeness) and 0.417 (harmonic), which illustrates the narrow range
of variation of closeness (less than a factor of 2). (Do you see which vertex produces these scores?)

Applying the harmonic centrality calculation to the karate club network yields the figure on the
next page (with circle size scaled to be proportional to the score). The small size of this network
tends to compress the centrality scores into a narrow range. Comparing the harmonic scores to
degrees, we observe several di↵erences. For instance, the centrality of vertex 17, the only vertex in
group 1 that does not connect to the hub vertex 1, is lower than that of vertex 12, which has the
lowest degree but connects to the high-degree vertex 1. And, vertex 3 has a harmonic centrality
close to that of the main hubs 1 and 34, by virtue of it being “between” the two groups and thus
having short paths to all members of each.
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Relationship to degree-based centralities

In fact, degree-based centrality measures are related to geodesic-based measures like closeness and
harmonic centrality, although they do emphasize di↵erent aspects of network structure. For in-

11

u

CB(u) = 2
5 * 6 + 1 + 1

2 + 1
2

11 * 10
=

64
110

Peut être calculé de manière exacte (très couteux) ou approximative
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� Indices structurels

Indices structurels de nœuds

Les indices structurels de nœuds, souvent appelés centralité, mesurent
à quel point un nœud occupe un certain type de position dans la struc-
ture du graphe. Cette notion est parfois résumée comme une mesure de
l’importance des nœuds, cependant importance et la notion d’être central
sont des notions subjectives. Une centralité, malgré son nom, ne mesure
donc pas forcément à quel point le nœud est central ou important, mais
plutôt à quel point sa position est représentative du type de positionmesuré
par cette centralité.

Centralité de degré

La centralité de degré est l’une des plus utilisés. Elle peut souvent être inter-
prétée comme une mesure de popularité, e.g., plus j’ai de relations, d’amis
dans un réseau social, le plus important je suis dans ce réseau.

Centralité de proximité / Harmonique

La centralité de proximité (closeness) d’un nœud mesure à quel point il est
proche de tous les autres nœuds. Pour interpréter ce score, un parallele
peut être fait avec la position d’un point dans un cercle: le point qui est le
plus proche de tous les autres points du cercle est son centre. Le nœud de
plus grande closeness est l’équivalent pour ce graphe du centre pour un
cercle. Formellement, le plus simple est de le dé�nir comme l’inverser de
la farness.

Farness: Distance moyenne à tous les nœuds du graphe.

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse de la farness

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Centralité Harmonique: Une variante de la closeness dé�nie comme la
moyenne des inverses des distances à tous les autres nœuds (moyenne
harmonique). Cette mesure est dé�nie même sur des graphes non con-
nexes, à condition de dé�nir 1

1 = 0. Son interprétation est la même que la
Closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Coe�cient de Clustering

Ce score, déjà dé�ni, mesure la fermeture transitive d’un nœud. Un score
élevé est souvent interprété comme un nœud qui appartient fortement à
une et une seule communauté (les amis de mes amis sont mes amis, car
nous appartenons tous aumême groupe). Un score faible peut signi�er que
le nœud joue le rôle de pont: il n’y a pas de connections entre mes amis car
ils appartiennent à des cercles sociaux di�érents.

Centralité - exemples

(a) Degré (b) Coe�cient de clustering

(c) Closeness (d) Centralité Harmonique

(e) Centralité d’intermédiarité (f) Centralité de Katz

(g) Centralité valeurs propres (h) PageRank

Centralité de Katz

La centralité de Katz est considérée comme une mesure du potentiel
d’in�uence du nœud. Pour un nœud u, elle est dé�nie comme la somme,
pour tous les marches de distance `, du nombre de nœuds situés à une
distance exactement ` de u, diminuté d’un facteur décroissant rapidement
lorsque ` augmente. L’intuition est que, plus le nombre de nœuds qui peu-
vent être atteind en un faible nombre de sauts est grand, plus la valeur est
élevée. Plus formellement, elle est dé�nie comme:

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

avec A
`

vu
le nombre de marches de longueur ` de v à u, et ↵ <

1
�i

un
paramètre plus petit que la plus grande valeur propre deA, Ce qui permet
de calculer ce score en forme matriciel:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Notons que dnas un graphe dirigé, la centralité de Katz doit être interprété
comme un mécanisme de vote: une centralité plus importante de u signi-
�e que plus de nœuds peuvent atteindre u rapidement, et non que u peut
atteindre de nombreux nœuds rapidement.

Centralité d’intermédiarité

La centralité d’intermédiarité (betweenness) mesure à quel point le nœud
joue le rôle de pont, d’intermédiaire. Plus le score est haut, plus le nœud
est essentiel au déplacement rapide dans le graphe.Plus formellement, la
betweenness de u est dé�nie comme la fractions de tous les plus courts
chemins entre toutes les paires de nœuds du graphe (sauf u) qui passent
par u. Par conséquent, si nous enlevons un nœud de betweenness élevé,
de nombreux plus courts chemins vont devenir plus long, et donc la circu-
lation dans le graphe sera plus di�cile. Un cas extrême est celui d’un nœud
qui est le seul point de passage entre deux groupes de nœuds: si on le re-
tire, la circulation n’est plus du tout possible entre certains sous-graphes.
Ces nœuds ont donc tendance à avoir un score de betweenness très élevé.
Elle est dé�nie comme:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

avec �st le nombre de plus court chemins entre s et t et �st(v) le nombre
de ces chemins qui passent par le nœud v.
La betweenness tend à augmenter avec la taille du graphe. Une version no-
ramlisée peut être obtenue en divisant par le nombre de paires de nœuds,
pour un graphe dirigé: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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DÉFINITIONS RÉCURSIVES

• Importance récursive:
‣ Un nœud est important s’il est connecté à (pointé par) des nœuds 

importants

• Plusieurs centrales sont basées sur ce principe:
‣ Centralité Eigenvectors (“valeurs propres”)
‣ PageRank
‣ Hub et Autorités



• Définissons l’objectif:
‣ Chaque nœud à un score (centrality), 
‣ Si chaque nœud envoie son score à ses voisins, la somme (normalisée) des 

scores qu’il a reçu est égale à sa valeur de centralité

Eigenvector centrality
Eigenvector centrality is a recursive de�nition of importance: a node is im-
portant if it is connected to other important nodes. In practice, it is de�ned
in the following way: the eigenvector centrality Cu for every node u of the
graph is such that if each node sends its centrality score to its neighbors,
then the sum of scores received by each node will be equal to �Cu (with �

a constant). More formally,
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with � a normalisation constant. This recursive de�nition can be interpreted
in term of eigenvectors and eigenvalues, which is de�ned asAx = �x, with
x an eigenvector, � the corresponding eigeinvalue. The eigenvector cen-
trality is de�ned as the leading invector, i.e., the eigenvector associated with
the highest eigenvalue, the only solution for which all centrality values are
positive.
A simple way to compute this eigenvalue is called the power method: one
start with random values on nodes, and iterate equation �. After some time,
it can be proven that the values converge to the eigenvector centrality.

Pagerank centrality
Pagerank centrality is famous for being the method originally used by
google to rank web-pages: all pages containing the researched words are
ordered according to their Pagerank score in the graph of the WWW, in
which nodes are webpages and edges are hyperlinks.
It is a variant of the Eigenvector centrality, solving the problem of source
nodes, i.e., kin = 0. Those nodes have by de�nition a, eigenvector central-
ity of � at t+�, and thus send a value of � at t+�, which might in turn result in
a score of � for its successors, and so on and so forth.
Pagerank introduces two improvements: �) at each step t, each node gain
a small constant value. �) The values sent are divided equally among suc-
cessors (normalization by degree). Equation � thus becomes:
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with, by convention, � = 1,↵ a parameter.
Pagerank centrality can also be expressed as the leading eigenvector of the
so-called Google matrix G, de�ned as Gij = ↵Sij + (1 � ↵)/n, with Sij

the adjacency matrix normalized by column.

Edge Structural indices
Edges situation in the network can also be described using srtuctural prop-
erties, most of them being similar to node centralities.
Edge Clustering C

e of an edge (u, v) is the fraction of the neighbors of at
least one of the two nodes which are neighbors of both of them, i.e.,

C
e(u, v) =

|Nu \ Nv|
|Nu [ Nv| � 2

High clustering edges are said Integrative, low values nodes are said Disper-
sive.
Edge betweenness Is de�ned exactly as node betweenness, but counting
shortest paths going through each edge instead of each node, i.e.,

CB(u, v) =
X

s 6=t2V

�st(u, v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(u, v)
the number of those paths passing through edge (u, v).

• Avec  une constante de normalisationλ

DÉFINITIONS RÉCURSIVES



DÉFINITIONS RÉCURSIVES
• Plus qu’à trouver une solution mathématique à ce problème

• Peut être résolue par la power method (méthode des puissances 
itérées )
‣ 1) Tous les scores sont initialisés avec des valeurs aléatoires entre 0 et 1
‣ 2)On applique la règle définie auparavant jusqu’à atteindre un point stable (les 

valeurs ne changent plus, donc objectif atteint)
‣ Garantie de convergence vers un point stable

• Pourquoi est-ce que ça marche?
‣ Théorème de Perron-Frobenius 
‣ => Vrai pour des graphes non-dirigés avec une seule composante connexe.



CENTRALITÉ EIGENVECTORS

• Ce que l’on viens de décrire : Centralité Eigenvector

• Un couple vecteur propre ( ) et valeur propre ( ) est défini 
par la relation: 
‣  est un vecteur colonne de taille n, interprété comme les scores de nœuds

• Ce que dit le théorème Perron-Frobenius est que la méthodes 
des puissances va converger vers le premier vecteur propre, i.e., 
le vecteur propre associé à la valeur propre la plus élevée.

x λ
Ax = λx

x



Eigenvector Centrality

Des problèmes avec les  graphes dirigés:
• 2 ensembles de vecteurs propres (Gauche et 

Droit)
• On utilise les vecteurs propres droit : les nœuds 

envoient leurs poids dans le sens de la flèche.

17

Eigenvector centrality — Bonacich centrality 
I am important if my friends are important too

Vertex A is connected but 
has only outgoing link 
= Its centrality will be 0 

Vertex B has outgoing and 
ingoing 

But Ingoing comes from A 
= Its centrality will be 0 

Only in strongly connected component 

Acyclic networks (citation network) do not have strongly connected 
component 

-Nœud A n’a que des liens sortants = sa centralité après la première itération 
est 0 

-Nœud B a des liens entrants et sortants, mais son lien entrant viens de A = 
Centralité de 0 au second tour
-etc.

Mais problème avec les nœuds source (degré entrant=0)

Solution: Calcul seulement dans la plus grande composante connexe forte
Note: Les réseaux acycliques (e.g., réseau de citation) n’ont pas de composante 
connexe forte 



PageRank Centrality
• Centralité Eigenvector généralisée aux graphes dirigés

PageRank
The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine

Brin, S. and Page, L. (1998) The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine. In: Seventh International 
World-Wide Web Conference (WWW 1998), April 14-18, 1998, Brisbane, Australia.

Wednesday, November 14, 12



PageRank Centrality
• Eigenvector centrality generalised for directed networks

PageRank
The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine

Brin, S. and Page, L. (1998) The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine. In: Seventh International 
World-Wide Web Conference (WWW 1998), April 14-18, 1998, Brisbane, Australia.

Wednesday, November 14, 12



PageRank Centrality
(Side notes)

-“We chose our system name, Google, because it 
is a common spelling of googol, or  and fits well with our goal of building very large-
scale search “

10100

-“[…] at the same time, search engines have migrated from the academic domain to the 
commercial. Up until now most search engine development has gone on at 
companies with little publication of technical details. This causes search 
engine technology to remain largely a black art and to be advertising 
oriented (see Appendix A). With Google, we have a strong goal to push 
more development and understanding into the academic realm.”

-“[...], we expect that advertising funded search engines will be inherently biased towards the 
advertisers and away from the needs of the consumers."



PageRank Centrality

Sergey Brin received his B.S. degree in mathematics and computer science
from the University of Maryland at College Park in 1993. Currently, he is a
Ph.D. candidate in computer science at Stanford University where he received
his M.S. in 1995. He is a recipient of a National Science Foundation Graduate
Fellowship. His research interests include search engines, information
extraction from unstructured sources, and data mining of large text collections
and scientific data. 

 
Lawrence Page was born in East Lansing, Michigan, and received a B.S.E.
in Computer Engineering at the University of Michigan Ann Arbor in 1995.
He is currently a Ph.D. candidate in Computer Science at Stanford University.
Some of his research interests include the link structure of the web, human
computer interaction, search engines, scalability of information access
interfaces, and personal data mining. 

8 Appendix A: Advertising and Mixed Motives
Currently, the predominant business model for commercial search engines is advertising. The goals of
the advertising business model do not always correspond to providing quality search to users. For
example, in our prototype search engine one of the top results for cellular phone is "The Effect of
Cellular Phone Use Upon Driver Attention", a study which explains in great detail the distractions and
risk associated with conversing on a cell phone while driving. This search result came up first because
of its high importance as judged by the PageRank algorithm, an approximation of citation importance on
the web [Page, 98]. It is clear that a search engine which was taking money for showing cellular phone
ads would have difficulty justifying the page that our system returned to its paying advertisers. For this
type of reason and historical experience with other media [Bagdikian 83], we expect that advertising
funded search engines will be inherently biased towards the advertisers and away from the needs of the
consumers. 

Since it is very difficult even for experts to evaluate search engines, search engine bias is particularly
insidious. A good example was OpenText, which was reported to be selling companies the right to be
listed at the top of the search results for particular queries [Marchiori 97]. This type of bias is much
more insidious than advertising, because it is not clear who "deserves" to be there, and who is willing to
pay money to be listed. This business model resulted in an uproar, and OpenText has ceased to be a
viable search engine. But less blatant bias are likely to be tolerated by the market. For example, a search
engine could add a small factor to search results from "friendly" companies, and subtract a factor from
results from competitors. This type of bias is very difficult to detect but could still have a significant
effect on the market. Furthermore, advertising income often provides an incentive to provide poor

(Side notes)



PAGERANK

• 2 améliorations principales: 
‣ Problème des nœuds source

-  => Ajout d’un petit gain constant à tous les nœuds (“téléportation”)
‣ Les nœuds de centrality forte donnent une centralité forte à tous leurs voisins 

(Même s’ils en ont énormément, et que certain n’ont pas d’autres entrées)
- => Ce que chaque nœud “vaut” est divisé entre ses liens sortants (Normalisation par le 

degré)

=>
With by convention =1 and  a parameter (usually 0.85) controlling the 

relative importance of 
β α

β

Eigenvector centrality
Eigenvector centrality is a recursive de�nition of importance: a node is im-
portant if it is connected to other important nodes. In practice, it is de�ned
in the following way: the eigenvector centrality Cu for every node u of the
graph is such that if each node sends its centrality score to its neighbors,
then the sum of scores received by each node will be equal to �Cu (with �

a constant). More formally,
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with � a normalisation constant. This recursive de�nition can be interpreted
in term of eigenvectors and eigenvalues, which is de�ned asAx = �x, with
x an eigenvector, � the corresponding eigeinvalue. The eigenvector cen-
trality is de�ned as the leading invector, i.e., the eigenvector associated with
the highest eigenvalue, the only solution for which all centrality values are
positive.
A simple way to compute this eigenvalue is called the power method: one
start with random values on nodes, and iterate equation �. After some time,
it can be proven that the values converge to the eigenvector centrality.

Eigenvector centrality cannot in general be computedondirectednetworks,
because of source nodes, i.e., kin = 0. Those nodes have by de�nition a,
eigenvector centrality of � at t+�, and thus send a value of � at t+�, which
might in turn result in a score of � for its successors, and so on and so forth.

Pagerank centrality
Pagerank centrality is famous for being the method originally used by
google to rank web-pages: all pages containing the researched words are
ordered according to their Pagerank score in the graph of the WWW, in
which nodes are webpages and edges are hyperlinks.
It is a variant of the Eigenvector centrality, solving the problem of source
nodes.
Pagerank introduces two improvements: �) at each step t, each node gain
a small constant value. �) The values sent are divided equally among suc-
cessors (normalization by degree). Equation � thus becomes:
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with, by convention, � = 1,↵ 2 [0, 1] a parameter.
Pagerank centrality can also be expressed as the leading eigenvector of the
so-called Google matrix G, de�ned as Gij = ↵Sij + (1 � ↵)/n, with Sij

the adjacency matrix normalized by column.

Pagerank & RandomWalk
Pagerank can be interpreted in term of random walks. If you consider a
random walker moving from nodes to nodes following randomly chosen
out-going links, which starts on a random node and moves an in�nite num-
ber of times. Consider that at each step, this random walker can teleport to
any other node with a probability /alpha instead of following an outgoing
edge. Then, the probability for this random walker to be on each particular
node corresponds to its Pagerank score.
We can note that the average length of a walk before restart is ↵

1�↵
. The

typical value ↵ = 0.85 thus means that random walkers move in average
�.� times before restart, a typical value of average distance in real graphs.

Edge Structural indices
Edges situation in the network can also be described using structural prop-
erties, most of them being similar to node centralities.
Edge Clustering C

e of an edge (u, v) is the fraction of the neighbors of at
least one of the two nodes which are neighbors of both of them, i.e.,

C
e(u, v) =

|Nu \ Nv|
|Nu [ Nv| � 2

High clustering edges are said Integrative, low values nodes are said Disper-
sive.
Edge betweenness Is de�ned exactly as node betweenness, but counting
shortest paths going through each edge instead of each node, i.e.,

CB(u, v) =
X

s 6=t2V

�st(u, v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(u, v)
the number of those paths passing through edge (u, v).

Node Similarity
When studying a network, one might be interested in comparing nodes be-
tween themselves, for instance to discover the most similar nodes in the
network, or to assess if two nodes they are interested in share a similar net-
work location.

A �rst approach is to de�ne the similarity between nodes u and v, �u,v as:
�u,v = |Nu \ Nv|.

A weakness of this approach is that high degree nodes tends to be consid-
ered similar to low degree nodes. A variant consists in normalizing by nodes
degrees, thus computing the Jaccard Coe�cient of neighborhoods:

�u,v =
|Nu \ Nv|

|Nu [ Nv| � 2

Cosine Similarity
Cosine similarity�cos is a standardmethod to compare vectors. It is de�ned
for two vectors x, y as :

�
cos
xy

=
x.y

|x||y|
This score can be used to measure the similarity between nodes neighbor-
hoods by using as vector xu of node u the row of the adjacency matrix cor-
responding to this node, i.e., xu = Au .
Cosine similarity of nodes then simpli�es to:

�
cos
uv

=
|Nu \ Nv|p

kukv

Pearson coe�cient
Pearson coe�cient is a standard measure of correlation between variables
X and Y , which is de�ned as :

rX,Y =
cov(X,Y )

�X�Y

with cov the covariance and � the standard deviation.
Much as for Cosine Similarity, we can adapt this measure to nodes similari-
ties by consideringA’s rows as discrete variables. The result can be under-
stood intuitively by observing that the numerator becomes:

cov(u, v) = |Nu \ Nv| �
kukv

N

which can be interpreted as the number of common neighbors minus the
expected number of common neighbors in a randomized network, given
nodes degrees.

cov(u, v) = 0 means that the number of common neighbors is exactly
what we would expect by chance given their degrees, while positive val-
ues means that they have more than expected (resp. for negative values).

Assortativity - Homophily
A network is said to be assortative or to demonstrate homophily if its nodes
tend to connect more with other nodes that are similar than to nodes that
are di�erent.
Similarity in this casemust be understood in termof nodes properties. Some
typical examples can be age, gender, language, political beliefs, etc.
Homophily is considered a common feature of many networks, in particular
social networks, as re�ected in the aphorism Birds of a feather �ock together.
Some networks can also demonstrate heterophily, or disassortativity, i.e., a
greater number of connections with nodes that are di�erent (for instance, in
a sentimental relationship network, women tend to connect more with men
than with other women).

Note on interpreting homophily
Homophily can be a link creation mechanism (nodes have a preference to
connect with similar ones, so the network end up to be assortative), or a
consequence of in�uence phenomenons (because nodes are connected,
they tend to in�uence each other and thus become more similar).
Without access to the dynamic of the network and its properties, it is not
possible to di�erentiate those e�ects.

Eigenvector centrality
Eigenvector centrality is a recursive de�nition of importance: a node is im-
portant if it is connected to other important nodes. In practice, it is de�ned
in the following way: the eigenvector centrality Cu for every node u of the
graph is such that if each node sends its centrality score to its neighbors,
then the sum of scores received by each node will be equal to �Cu (with �

a constant). More formally,
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with � a normalisation constant. This recursive de�nition can be interpreted
in term of eigenvectors and eigenvalues, which is de�ned asAx = �x, with
x an eigenvector, � the corresponding eigeinvalue. The eigenvector cen-
trality is de�ned as the leading invector, i.e., the eigenvector associated with
the highest eigenvalue, the only solution for which all centrality values are
positive.
A simple way to compute this eigenvalue is called the power method: one
start with random values on nodes, and iterate equation �. After some time,
it can be proven that the values converge to the eigenvector centrality.

Eigenvector centrality cannot in general be computedondirectednetworks,
because of source nodes, i.e., kin = 0. Those nodes have by de�nition a,
eigenvector centrality of � at t+�, and thus send a value of � at t+�, which
might in turn result in a score of � for its successors, and so on and so forth.

Pagerank centrality
Pagerank centrality is famous for being the method originally used by
google to rank web-pages: all pages containing the researched words are
ordered according to their Pagerank score in the graph of the WWW, in
which nodes are webpages and edges are hyperlinks.
It is a variant of the Eigenvector centrality, solving the problem of source
nodes.
Pagerank introduces two improvements: �) at each step t, each node gain
a small constant value. �) The values sent are divided equally among suc-
cessors (normalization by degree). Equation � thus becomes:
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with, by convention, � = 1,↵ 2 [0, 1] a parameter.
Pagerank centrality can also be expressed as the leading eigenvector of the
so-called Google matrix G, de�ned as Gij = ↵Sij + (1 � ↵)/n, with Sij

the adjacency matrix normalized by column.

Pagerank & RandomWalk
Pagerank can be interpreted in term of random walks. If you consider a
random walker moving from nodes to nodes following randomly chosen
out-going links, which starts on a random node and moves an in�nite num-
ber of times. Consider that at each step, this random walker can teleport to
any other node with a probability /alpha instead of following an outgoing
edge. Then, the probability for this random walker to be on each particular
node corresponds to its Pagerank score.
We can note that the average length of a walk before restart is ↵

1�↵
. The

typical value ↵ = 0.85 thus means that random walkers move in average
�.� times before restart, a typical value of average distance in real graphs.

Edge Structural indices
Edges situation in the network can also be described using structural prop-
erties, most of them being similar to node centralities.
Edge Clustering C

e of an edge (u, v) is the fraction of the neighbors of at
least one of the two nodes which are neighbors of both of them, i.e.,

C
e(u, v) =

|Nu \ Nv|
|Nu [ Nv| � 2

High clustering edges are said Integrative, low values nodes are said Disper-
sive.
Edge betweenness Is de�ned exactly as node betweenness, but counting
shortest paths going through each edge instead of each node, i.e.,

CB(u, v) =
X

s 6=t2V

�st(u, v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(u, v)
the number of those paths passing through edge (u, v).

Node Similarity
When studying a network, one might be interested in comparing nodes be-
tween themselves, for instance to discover the most similar nodes in the
network, or to assess if two nodes they are interested in share a similar net-
work location.

A �rst approach is to de�ne the similarity between nodes u and v, �u,v as:
�u,v = |Nu \ Nv|.

A weakness of this approach is that high degree nodes tends to be consid-
ered similar to low degree nodes. A variant consists in normalizing by nodes
degrees, thus computing the Jaccard Coe�cient of neighborhoods:

�u,v =
|Nu \ Nv|

|Nu [ Nv| � 2

Cosine Similarity
Cosine similarity�cos is a standardmethod to compare vectors. It is de�ned
for two vectors x, y as :

�
cos
xy

=
x.y

|x||y|
This score can be used to measure the similarity between nodes neighbor-
hoods by using as vector xu of node u the row of the adjacency matrix cor-
responding to this node, i.e., xu = Au .
Cosine similarity of nodes then simpli�es to:

�
cos
uv

=
|Nu \ Nv|p

kukv

Pearson coe�cient
Pearson coe�cient is a standard measure of correlation between variables
X and Y , which is de�ned as :

rX,Y =
cov(X,Y )

�X�Y

with cov the covariance and � the standard deviation.
Much as for Cosine Similarity, we can adapt this measure to nodes similari-
ties by consideringA’s rows as discrete variables. The result can be under-
stood intuitively by observing that the numerator becomes:

cov(u, v) = |Nu \ Nv| �
kukv

N

which can be interpreted as the number of common neighbors minus the
expected number of common neighbors in a randomized network, given
nodes degrees.

cov(u, v) = 0 means that the number of common neighbors is exactly
what we would expect by chance given their degrees, while positive val-
ues means that they have more than expected (resp. for negative values).

Assortativity - Homophily
A network is said to be assortative or to demonstrate homophily if its nodes
tend to connect more with other nodes that are similar than to nodes that
are di�erent.
Similarity in this casemust be understood in termof nodes properties. Some
typical examples can be age, gender, language, political beliefs, etc.
Homophily is considered a common feature of many networks, in particular
social networks, as re�ected in the aphorism Birds of a feather �ock together.
Some networks can also demonstrate heterophily, or disassortativity, i.e., a
greater number of connections with nodes that are di�erent (for instance, in
a sentimental relationship network, women tend to connect more with men
than with other women).

Note on interpreting homophily
Homophily can be a link creation mechanism (nodes have a preference to
connect with similar ones, so the network end up to be assortative), or a
consequence of in�uence phenomenons (because nodes are connected,
they tend to in�uence each other and thus become more similar).
Without access to the dynamic of the network and its properties, it is not
possible to di�erentiate those e�ects.



PageRank - Marche aléatoire
Compréhension intuitive : Interprétation en tant que marche aléatoire

Probabilité de téléportation : le paramètre α correspond à la probabilité de faire ce 
processus normalement, et  1-α de sauter aléatoirement à n’importe quel nœud à la 
place.

Pagerank score d’un nœud correspond à la probabilité que le marcheur aléatoire soit sur ce 
nœud après un nombre infini de déplacements.

Marche aléatoire : On démarre d’un nœud pris au hasard, puis on “marche” au hasard 
dans le réseau, en suivant les liens. (On choisit un lien sortant au hasard)



PAGERANK

• Comment Google classe les résultats de nos recherches ?

• Calcul de pagerank (Power method)

• Filtre les pages contenant les mots recherchés

• Bien sûr aujourd’hui les méthodes sont plus complexes, mais non publiques:   
“Most search engine development has gone on at companies with little publication of technical 
details. This causes search engine technology to remain largely a black art” [Page, Brin, 1997]



OTHERS

• Beaucoup d’autres centralités ont été proposées

• Le problème est souvent comment les interpréter
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� Nodes and Edges structural indices

Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.

Centrality - Examples

(a) Degree (b) Clustering Coe�cent

(c) Closeness (d) Harmonic Centrality

(e) Betweenness Centrality (f) Katz Centrality

(g) Eigenvector Centrality (h) PageRank

Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

in which A
`

vu
means the number of paths of length ` from v to u, and

↵ <
1
�i

a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.

Centrality - Examples

(a) Degree (b) Clustering Coe�cent

(c) Closeness (d) Harmonic Centrality

(e) Betweenness Centrality (f) Katz Centrality

(g) Eigenvector Centrality (h) PageRank

Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

in which A
`

vu
means the number of paths of length ` from v to u, and

↵ <
1
�i

a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
I

Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm
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CB(v)
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Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph
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Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.
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Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.
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Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.
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Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
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in which A
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a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
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s 6=v 6=t2V
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with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .

Network Science
Cheatsheet

Made by
Remy Cazabet

� Nodes and Edges structural indices

Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph

Farness(u) =
1

N � 1
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Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
N � 1

P
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Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.

Harmonic(u) =
1
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Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.
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Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
1X

`=1
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v=1

↵
`(A`)vu

in which A
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vu
means the number of paths of length ` from v to u, and

↵ <
1
�i

a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm
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Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.

Harmonic(u) =
1

N � 1

X

v2V \u

1

`u,v

Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.

Centrality - Examples

(a) Degree (b) Clustering Coe�cent

(c) Closeness (d) Harmonic Centrality

(e) Betweenness Centrality (f) Katz Centrality

(g) Eigenvector Centrality (h) PageRank

Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

in which A
`

vu
means the number of paths of length ` from v to u, and

↵ <
1
�i

a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)

�!
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph

Farness(u) =
1

N � 1

X

v2V \u
`u,v

Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
N � 1

P
v2V \u `u,v

Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.

Harmonic(u) =
1
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Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.

Centrality - Examples

(a) Degree (b) Clustering Coe�cent

(c) Closeness (d) Harmonic Centrality

(e) Betweenness Centrality (f) Katz Centrality

(g) Eigenvector Centrality (h) PageRank

Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
1X

`=1

NX

v=1

↵
`(A`)vu

in which A
`

vu
means the number of paths of length ` from v to u, and

↵ <
1
�i

a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
X

s 6=v 6=t2V

�st(v)

�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph
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Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
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P
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Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.

Harmonic(u) =
1
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Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.
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Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as

CKatz(u) =
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in which A
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a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
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s 6=v 6=t2V
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�st

with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm
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Node Structural indices
Node structural indices, often called Node centrality, re�ect how a node is
characteristic of a given structural property. This is often summarized as
a measure of the node importance, however importance and centrality are
subjective/qualitative notions. Thus a centrality, despite its name, do not
necessarily measure how central a node is, but rather how its position in the
graph is typical of the property captured by this index.

Degree Centrality
Degree centrality is the most straighforward centrality. It can be interpreted
as a measure of importance, of popularity, e.g., the more friends I have in a
social network, the more important I am in this network.

Farness - Closeness - Harmonic centrality
The closeness of a nodemeasures how close a node is from all other nodes,
in term of shortest paths. To interpret it, we canmake a parallel with a circle:
the point which is the closest to all the other points of the circle is its center.
The node of highest closeness is the equivalent of the center of the circle for
this graph. Its formulation is easily understood as the inverse of the farness.

Farness: Average distance to all other nodes in the graph
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Closeness: Inverse of the farness, i.e., how close the node is to all other
nodes in term of shortest paths.

Closeness(u) =
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Harmonic centrality: A variant of the closeness de�ned as the average of
the inverse of distance to all other nodes (Harmonic mean). Well de�ned
on disconnected network with 1

1 = 0. Its interpretation is the same as the
closeness.
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Clustering Coe�cient
This score, already de�ned, measure the triadic closure of a node. A high
score is often interpreted as being well embedded in a particular commu-
nity (friends of my friends aremy friends because we all belong to the same
group), a low score can be typical of a bridge node, e.g., few connections be-
tween my friends because they belong to di�erent social circles.

Centrality - Examples

(a) Degree (b) Clustering Coe�cent

(c) Closeness (d) Harmonic Centrality

(e) Betweenness Centrality (f) Katz Centrality

(g) Eigenvector Centrality (h) PageRank

Katz centrality
Katz centrality is said to be a measure of the in�uence potential of a node.
For a node u, it is de�ned as the sum, for all path length distance `, of the
number of nodes located at distance exactly ` of u, discounted of a fac-
tor decreasing as ` increases. The intuition is that, the more nodes can be
accessed in few steps, the higher the value. More formally, it is expressed
as
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means the number of paths of length ` from v to u, and
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a parameter smaller than the reciprocal of the largest eigenvalue
ofA, allowing to compute with matrix form:

CKatz(u) = ((I � ↵A
T )�1 � I)
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Note that in a directed network, Katz centrality must be interpreted as a vote
mechanism: a highest centrality of u means that more nodes can reach u

quickly, and not that u can reach many nodes quickly.

Betweenness centrality
The betweenness centrality measures how much the node plays the role
of a bridge. The highest the betweenness, the more the node is essential
to move quickly in the graph. More formally, the betweenness of u is de-
�ned as the fraction of the shortest paths between all pairs of nodes in the
graph (but u) that go through u. As a consequence, if we remove a node of
high betweenness, many shortest paths will become longer, and the graph
harder to navigate. The extreme situation is a node on the only path be-
tween otherwise disconnected components: if we remove this node, some
nodes becomes unreachable from others. Those nodes thus tend to have
high betweenness. It is de�ned as:

CB(v) =
X
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with �st the number of shortest paths between nodes s and t and �st(v)
the number of those paths passing through v.
The betweenness tends to grow with the network size. A normalized ver-
sion can be obtained by dividing by the number of pairs of nodes, i.e., for a
directed graph: Cnorm

B
(v) =

CB(v)
(N�1)(N�2) .
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